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Introduccid

This silence for my sin you did impute,
Which shall be most of my glory, being dumb;
For I impair not beauty, being mute,

When other would give life and bring a tomb.

WILLIAM SHAKESPEARE

Abans de comencar, una petita introduccié a aquests apunts pels quals, a causa de la seva
extensio, es pot veure facilment que he ampliat més que no pas reduit el temari...

Primer de tot, es trobara que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats
d’una manera certament poc satisfactoria pel que fa a l'ordre cronologic del curs, sindé que
he seguit més aviat el meu propi criteri. Hi ha capitols, seccions, subseccions (i fins i tot
subsubseccions). Pel que fa al pes d’aquestes estructures en els encapgalaments:

1. el namero de 'tltima secci6/subsecci6 figurard en cada cantonada superior de pagina

parella (per exemple, 1.2);

2. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per

exemple, "Divisibilitat i nombres primers");

3. el nom de l'tltima secci6/subseccié de la pagina, a la cantonada dreta superior de les

pagines parelles (per exemple, "Polinomis: algorisme d’Euclides").
A més, hi ha una taula en qué es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per
poder treballar de manera més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. En els
encapcalaments, aleshores, tenim:

e el numero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiiestio es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta (per exemple, 1.2.3).

Teorema de prova. Aquest és un teorema de prova. Els teoremes, les proposicions, els lemes,
els corol-laris, les propietats, les conjectures i els processos tindran aquest format.

Definicié de prova. Aquesta és una definicié de prova. Les definicions, els exemples i les
notacions tindran aquest format.

Remarca de prova. Aquesta és una remarca de prova. Les remarques tindran aquest format.

Figura 1: Els diferents formats d’enunciats.
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Capitol 1
Enters 1 funcions aritmeétiques

1.1
LA DIVISIO EUCLIDIANA

LA DIVISIO ENTERA

Teorema 1.1.1 (La divisi6 entera). Siguin a i b nombres naturals, b # 0. Existeizen nombres
naturals q,r tals que a = bg+1r 1 0 < r < b. Aquestes condicions determinen univocament els
nombres q,r.

Hem de demostrar existéncia i unicitat.

Demostracio de ['existéncia. Si b > a, podem assignar ¢ = 0 i r = a. Aleshores, les dues
propietats a = bg+1r 10 < r < b son clares. Suposem, al contrari, a > b, i considerem el conjunt
A:={neN|a<bn+1)}. Com queb > 1, se satisfan les desigualtats a < a+ 1 < b(a + 1),
de manera que a € A i podem afirmar que A és un subconjunt no buit de nombres naturals.
Sigui ¢ el primer element d’A i posem r = a — bg. Com que g € A, se satisfa la propietat
a <blg+1) =0bg+b, ésadir, r =a—bg < b Daltra banda, si fos ¢ = 0, seria a < b, la
qual cosa contradiria la hipotesi. Tenim, doncs, ¢ > 1. Aleshores, ¢ — 1 seria un nombre natural
i no pertany a A perqué ¢ — 1 < ¢ i ¢ és el primer element d’A. En conseqiiéncia, ha de ser
a>blg—1+1)=bg = r=a—bg>0. |

Demostracio de la unicitat. Suposem que q, ¢, r,r’ sén nombres naturals tals que a = bqg+7,a =
b +1r',ique 0 <r<bi0<7r <b Comquer <bir >0,é r—r < b Suposant

g > ¢ 1 a linrevés arribem a contradiccions. Aleshores, ¢ = ¢'.

Al seu torn, se satisfa que
r—r' =b(¢ —q) =0, és adir, r = r/. Per tant, la parella ¢, és 'inica que satisfa les dues

propietats a =bg+1ri0 <r <b. [ |

A continuacid, haurem de provar la validesa d’aquest resultat per a tots els nombres enters
a,b € Z,b+# 0. Notem que el residu s’agafa sempre positiu.

Proposicié 1.1.2 (Divisi6 euclidiana). Siguin a,b nombres enters, b # 0. Existeizen nombres
enters q,r tals que a = bqg+1r i 0 < r < |b|. Aquestes condicions determinen univocament els
nombres q,r.
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1.1.2 Enters i funcions aritmétiques

Demostracio. En el cas que a > 0,b > 0, ja hem provat 'existéncia, ja que a,b € N. Suposem
encara que b > 0, pero ara que a < 0. La divisié entera del nombre natural —a entre el nombre
natural b ens proporciona nombres enters ¢;, r; tals que —a = bg; +r1,0 <ry <b. Siésr; =0,
prenem ¢ = —q; i v = 0 i obtenim la igualtat a = bg + r, i les desigualtats 0 < r < b que
volem. En canvi, si és r; # 0, podem definir ¢ = —g; — 1 i r = b — r{, de manera que la igualtat
a=b-(—q)—ri=b-(—q — 1)+ (b— 1) ens proporciona les propietats a = bqg +r,0 <r < b
que volem demostrar.

Ara suposem b < 0. Llavors, se satisfa —b > 0 i, pel que ja hem demostrat, existeixen
nombres enters ¢,7r; tals que —a = (=b)g; +r1,0 < 1 < —b = |b]. Canviant el signe de la
igualtat, tenim que a = bg; — ;. Siry =r =0, prenem ¢ = ¢, i r = r; = 0 i ja hauriem acabat.
Sir; #0, prenemg=¢q¢+1ir = —b—ry; com que r; < —b, resulta que r > 0 i, com que r; > 0
és r < —b = |b|. Per tant, ¢ i r satisfan, efectivament, les propietats que hem anunciat.

Ens queda veure, en ultim lloc, la unicitat. Suposem que ¢, ¢’,r, 7" sén nombres enters tals
quea=bqg+r,a=b¢ +r,ique 0 <r<|bi0<r" <|bl. Sisuposem que ¢’ # ¢, obtenim la
desigualtat |r — | = |b||¢’ — q| > |b|, que contradiu el fet que |r — ’| < |b], desigualtat que es
dedueix de les dues 0 < r < |b| i |b] > r > 0. Per tant, ha de ser ¢’ = ¢q. Pero, igual que més
amunt, r — 1’ = b(q — ¢') = 0; és a dir, r = r/. Per tant, la parella ¢, és I'inica que satisfa
alhora les dues propietats enunciades. ]

BASES DE NUMERACIO

Proposicié 1.1.3. Sigui b > 1 un nombre natural qualsevol. Per a tot nombre natural x > 0,
existeiz n > 0 i existeizen nombres xg,x1,...,x, € {0,1,...,0 — 1} dnics tals que x, # 0 i
r =0+ 110+ x20% + ... + 2,0

Demostracio. Cal demostrar existéncia i unicitat. Demostrarem 1’existéncia per induccié sobre
x. Sisuposem que 0 < x < b, podem posar n = 0, xg = x, és clar que aquesta assignacio
mostra l'existéncia dels nombres xg,...,z, per a x. Suposem, doncs x > b i que per a tot
nombre enter positiu ¢ < x la propietat d’existéncia és certa. Fem la divisié entera de =z
per b en la forma x = bg + z9, amb 0 < x5 < b. Com que z > b, ha de ser 0 < ¢ < x:
per hipotesi d’inducci6 existeixen nombres z1,...,x, € {0,1,2,...,b — 1} tals que z,, # 0 i
q =T+ Tob+ ...+ z,b" L. Per tant, existeixen nombres zg, x1, ..., 7, € {0,1,2,...,b— 1} tals
que r =x9+bg =29+ 210+ ...+ 2,b", tal i com voliem veure.

Ara hem de demostrar unicitat. Donada una expressié qualsevol de la forma x = xg + 16+
oot xpb” amb n > 01 xg,xq,...,2, € {0,1,...,b— 1}, x, # 0, els nombres naturals zg i
q =21+ x2b+ ...+ 2,07, s6n, respectivament, el residu i quocient de la divisié entera de x
per b; la unicitat de la divisio entera ens ensenya que z i b determinen univocament xq i ¢, i aixo
demostra la unicitat de xy. Ara, per induccié, com ¢ és univocament determinat per x i b, i els
nombres x4, ..., x, sén univocament determinats per ¢ i b, obtenim la unicitat desitjada. |

Definicié 1.1.4 (Expressio en base b del nombre ). L’expressié x = g+ 210+ ...+ z,b", on
b>1, zg,21,...,2, €4{0,1,....0—1}, z, # 0.

Proposicié 1.1.5. Les wifres de l'expressid en base b* de qualsevol nombre son els nombres
naturals les expressions dels quals en base b s’obtenen en agrupar de k en k les xifres de [’expressio
de x en base b.
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Equacions diofantines lineals 1.2.3

Proposicié 1.1.6. Sigui b > 1 un nombre enter. Donat un nombre enter x, existeixen € €
{=1,1} i una successid de nombres enters {Ty, }m>o tals que:

1. Per a totm >0, x,, € {0,1,...,b—1},

2. FExisteixn > 0 1 per a tot m > n és x,, =0,

Jox=€y, oTmb™.
A més, la successio {xm, tm>o @ el valor de € son inics per a cada nombre enter x = 0, la successio
€s unica perd € no esta determinat.

1.2
EQUACIONS DIOFANTINES LINEALS

Definicié 1.2.1 (Equaci6 diofantina lineal). Una equacié diofantina lineal és una equacié en
diverses variables. f(z1,...,x,) = 0, on f és un polinomi de coeficient enters i de la qual es
busquen les solucions enteres.

Teorema 1.2.2. L’equacid ax+by = n té solucio en enters (xg, yo) si, i només si, d = med(a, b)
divideiz a n. En el cas que existeixi una solucid (xo,yo), hi ha infinites solucions (z,y) i aquestes
s’expressen en funcid de (xo,yo) @ un parametre t € Z mitjangant la formula:

b a
r =1x9+ =t, = yo — —t. 1.2.1
0Ty Y="%o d ( )
Demostracio. Definim B = g i A= %. Siexisteix solucié (zo,%o) en els enters es compleix que
axg+byo =n,d’on com d | aid |bconcloem que d | n. Reciprocament, si d | n, definim N = %.
Sabem, per [3.2.4] que existeixen enters ',y  tals que d = az’ + by’. Si multipliquem per N a
banda i banda de la igualtat, obtenim:

n=a(x’N)+b(y N) = (2'N,y'N) soluci6 de ax + by = n. (1.2.2)

Pel que fa a la segona part de la demostracio, sigui (xg,yo) una solucié de ax + by = n. Com
a=dAib=dB, amb d = mcd(a,b) es té que mecd(A, B) = 1. Suposem que es té una altra
soluci6 (x1,y;) de la mateixa equaci6. Tenim que

d
axg + byy =n = ary + by, <= a(zg— 1) = b(y1 — Yo) 4, A(xg —x1) = B(yr — o). (1.2.3)

D’aqui extraiem, tenint en compte que med(A, B) =1, que B | (zg —x1) i A | (y1 — o), de tal
manera que y; —yo = wAixg—x1 = pB, per a p,w € Z. Sisubstituim, ApB = bwA — p=w.
Per tant,

r1 =1x9— pB, t=—p 11 =10 + tc%,

1.2.4
Y1 = Yo + pA. Y1 =yo — 2. (1.24)

Ens falta veure que per a tot enter ¢ els enters x1,y; donats per les dues tltimes expressions de
(1.2.4)) son sempre solucions de 'equacio. [

Proposicio 1.2.3. Siguin a,b,c nombres enters. L’equacio diofantina aX + bY = ¢ té solucio
si, i només si, med(a, b) és un divisor de c.
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1.2 Enters i funcions aritmétiques

Proposicié 1.2.4. Siguin (x1,v1), (22, y2) solucions enteres a l’equacid diofantina ax + by = ¢,
€s a dir, siguin T1,Yy1, T2, Y2 € Z nombres enters tals que ax, + by, = ¢ © axy + by, = c. Posem
d :=mcd(a,b) i escrivim a = da’ i b= db, amb ',V € Z. Aleshores, existeix un nombre enter
t tal que xo = x1 + V', yo = y1 — td’, és a dir, podem escriure (x9,y2) = (x1,11) + (b, —a).

Proposicio 1.2.5. Siguin aq,...,a,,b € Z. Condicio necessaria i suficient perquée [’equacio
diofantina a1 Xy + as Xo + ... + a, X, = b tingui solucid és que med(ay, ..., a,) divideizi b.

Demostracio. Si d és un divisor qualsevol de tots els coeficients aq,...,a,, aleshores d també
divideix a1 +. ..+ a2, = b. Reciprocament, si d = med(ay, ..., a,) existeixen nombres enters
A1, ..., A, tals que

A+ ...+ a )\, =d. (1.2.5)

Si escrivim b = db', amb b’ € Z i posem x; = A\, 1 < i < n, aleshores a1x1 +asxo+...+a,x, =
(M +...+a, )V = db' = b, de manera que obtenim una soluci6 de ’equaci6, com voliem. M

Exemple 1.2.6. Calculeu les solucions enteres de I'equacio
165z + 60y + 1052z + 30t = 225
Demostracio. Primer de tot cal calcular el d = med(165, 60,105, 30).
d = med(165, 60,105, 30) = med(15, 105, 30) = med(15,30) = 15

i com que 15|225, I'equaci6 té solucions.

e Solucions de ¢. Sigui d; = med(165,60,105) = mcd(15,105) = 15. Volem trobar les
solucions t, ¢ € Z de I'equacio 15¢; + 30t = 225. Aplicant obtenim que

15-15+30-0 = 225

per tant,

{¢1 P 1:535 M hez (1.2.6)

e Solucions de 2z
Sigui dy = med(165,60) = 15. Volem trobar totes les solucions z, ¢y € Z de 1'equaci6
15¢9 4+ 1052 = 15¢;.
Utilitzant I'Identitat de Bezout tenim que

15-1+105-0=15

perd com que volem 15¢; en comptes de 15. Hem de multiplicar cada terme per ¢;.
D’aquesta manera obtenim
15-¢p1 +105-0=15- ¢

aleshores,

{¢2:¢1+7'k2 ks € Z (1.2.7)

Z:_kQ
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Equacions diofantines lineals 1.2.8

e Solucions de z,y Per tltim, podem trobar les solucions de z,y € Z utilitzant 1’equacio6
165z + 60y = 15¢,. Utilitzant I'Identitat de Bezoéut obtenim

165 - (—1) +60-3 =15

perd com que volem 15¢p, en comptes de 15. Hem de multiplicar cada terme per ¢,.
D’aquesta manera obtenim

165 - (—¢2) + 60 - (3 - ¢2) = 15¢
aleshores,

$:—¢2+4l{73
{y:3~¢2—11-k3 ks € Z (1.2.8)

Com que ens interessa tenir-ho tot en funcié del parametres ki, ko, k3 € 7Z, hem de treballar amb
(1.2.6), (1.2.7), (1.2.8) per tal d’aillar x,y, z, .

Z:—k'g
t=—-k

(1.2.9)

Per a demostrar que (|1.2.9)) és el conjunt de solucions de I'equacié 165x + 60y + 105z + 30t = 225
val amb substituir en z,y, z,t I'expressi6é obtinguda en (|1.2.9)) i obtenir 225.

225 = 165z + 60y + 1052 + 30¢
— 165(4ks — Thy — 2ky — 15) 4+ 60(—11ks + 21ky + 6ky + 45) + 105(—ky) + 30(—k;)
— 660ks — 1155ky — 330k; — 2475 — 660ks + 1260k, + 360k; + 2700 — 105ky — 30k
— (660 — 660)ks + (—1155 + 1260 — 105)ky + (—330 + 360 — 30)k;y + (—2475 + 2700)
— Oks + Ok + Oky + 225
=225

Ternes pitagoriques
Compte! S’avancen conceptes de capitols posteriors. Es recomana saltar aquesta seccid i

després tornar a ella. Es posa aqui ja que no és sind part d’equacions diofantines.

Definici6é 1.2.7 (Ternes pitagoriques). Imaginem que volem trobar totes les solucions en enters
positius de la segiient equacio:

v 4yt =22 (1.2.10)

Aquestes solucions reben el nom de ternes pitagoriques. Aixo es desprén del teorema de Pitago-
res, ja que per ell sabem que donen lloc a un triangle rectangle de costats enters.

Exemple 1.2.8. 32 + 4% = 52 = 25,
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1.2 Enters i funcions aritmétiques

Per a comencar, observarem que si x,y,z € Z-q, soluci6é de , isid= med(z,vy,2),
aleshores podem escriure z = dX,y = dY,z = dZ, amb XY, Z € Z-g,med(X,Y,Z) = 1.
Veiem, doncs, que

(dX)* +(dY)* = (dZ) = X*+Y*=2" (1.2.11)

Per trobar totes les solucions de ([1.2.10|) és suficient amb trobar totes aquelles solucions X, Y, Z
de med(X,Y,Z) = 11, a partir d’elles, amb multiplicar als tres enters per un k € Z arbitrari,
s’obtenen totes les solucions de I’equacié.

Definicié 1.2.9 (Soluci6 primitiva). Es una soluci6 (X,Y, Z) amb la propietat med(X,Y, Z) =
1.

Proposicio 1.2.10. En una solucio primitiva, els elements son coprimers dos a dos.

Demostracio. Ara calcularem totes les solucions primitives de (1.2.10)), aixi que donada una solu-
ci6 primitiva (X, Y, Z), veiem que s’ha de complir que med(X,Y) = med(X, Z) = med(Y, Z) =
1. Provem, solament, que med(X,Y) = 1. La resta es prova amb el mateix argument. Si ano-
menem d = med(X,Y), aleshores de 1'equacio obtenim que 0 = X%+ Y? = Z2 (mod d):
d també compleix que d | Z2. Si suposem que d > 1, aleshores hi ha, com a minim, un primer
p que divideix d: en particular, p | X,Y, Z. Aixo contradiu la hipotesi que la terna X, Y, Z és
primitiva. Amb la qual cosa, queda provat que med(X,Y) = 1. |

Proposicio 1.2.11. X,Y tenen diferent paritat.

Demostracio. X,Y no poden ser tots dos parells ja que son coprimers. Si fossin ambdos senars,
podriem reduir 'equaci6 [1.2.10 modul 4 i obtindriem 2 = X? +Y? = Z? (mod 4), la qual cosa
és una contradiccid, ja que un quadrat modul 4 solament pot caure en la classe del 0 o en la de
I'1. |

Ara que sabem que X,Y tenen diferent paritat podem suposar que X és parell i Y senar i,
evidentment, Z ha de ser imparell. Com Z —Y i Z + Y sén ambdoés parells, podem introduir
noves variables: Z —Y =2s, Z+Y = 2r;r,s € 7Z. Desfent el canvi de variables, veiem facilment
que ens queda:

Y=r—s2=r+s. (1.2.12)

Veiem que aquestes noves variables r, s han de ser coprimeres i de diferent paritat: si hi hagués
un divisor comit d > 1 entre r i s veiem de les dues férmules de que d divideix a Y i
a Z, contradient el fet que els elements de la terna X, Y, Z sén coprimers dos a dos. També es
dedueix de (1.2.12) que com Y, Z sén imparells i 7, s tenen diferent paritat. Com X és parell,
podem escriure X = 2W, W € Z. Substituint les variables X,Y, Z per les variables W,r, s a la
formula de (1.2.10]) obtenim

X2=27-Y? = AW?*=(Z-Y)Z+Y)=4drs, W? =rs. (1.2.13)

Com sabem, a més, que r, s sén coprimers, aleshores existeixen u,v € Z tals que r = u?,s =
v2, W = uv. Noti’s que com 7, s tenen diferent paritat, u, v també sén de diferent paritat. Queda
provat, doncs, que qualsevol hipotética soluci6é primitiva X,Y, Z de (1.2.10]) sera de la forma

X =2uw,Y =u? —v*, 7 = u? + %, (1.2.14)

amb u,v € Z~g, med(u,v) = 11 de diferent paritat.

18



Funcions aritmeétiques 1.2.12

Proposicié 1.2.12. Qualsevol terna X,Y,Z obtinguda com en (1.2.14) du,v € Zso,u >
v,med(u,v) = 1 ¢ de diferent paritat és una terna d’enters positius que és solucid primitiva

de (T.2.10).

Demostracio. Hi ha prou amb verificar la identitat: (2uv)? + (u* —v?)? = (u? + v * 2)?, que surt
aplicant facilment la féormula del quadrat d’un binomi. Falta amb verificar que és primitiva i,
per a aixo, veurem que no hi ha cap factor primer p en comu entre X,Y, Z.

Suposem, raonant per l'absurd, que existeix un primer p tal que p | X,Y,Z. Com Y, Z sén
imparells, tenim que p > 2. Per tant, com p | X i X = 2uwv, tenim que p | uw 0o bé p | v (Lema
Fonamental de I’ Aritmética). Suposarem que p | u (I'altre cas és totalment analeg): com p | u i
p | Z = u*+v? tenim que p | v2 = Z —u? i, per tant, que p | v. Perd com que u, v sén coprimers,
no poden ser ambdos multiples de p, aixi que p = 1, perd p no és primer. Aquesta contradiccio
prova que cap primer pot dividir a X,Y, Z, amb la qual cosa la terna X,Y, Z, com en (1.2.14)),
és una solucio primitiva de (1.2.10).

Finalment, recordem que per a obtenir la solucié general d’ hi ha prou amb multiplicar
per un enter k£ > 0 a les solucions primitives. Per tant, la solucié general de ([1.2.10)) és

X = 2kuv,
Y = k(u? —v?), (1.2.15)
Z = k(u® +v?),
amb k> 01 wu,v ’ med(u,v) = 1,u > v i de diferent paritat. [ |
1.3

FUNCIONS ARITMETIQUES

Les funcions aritmétiques modelen els principals objectes en teoria de nombres [Mos04]. Aquelles
que tenen una relacié més directa son les segiients:

m(n) = Zl el nombre de primers que no excedeixen n,
w(n) = Z 1 el nombre de factors primers diferents d'n,
Qn) = Zl el nombre de poténcies primes factors d'n,
T(n) = Z 1 el nombre de divisors d'n,
o(n) = Z d la suma dels divisors d'n,

or(n) = Z d* la suma dels k-divisors d’'n,

o(n) = Z d la funcié phi d’Euler.

mcd(a,n)=1
1<a<n

Com ja veurem en capitols posteriors, la funci6 ¢ d’Euler compte el nombre de primers més
petits que n que son coprimers amb n. Una generalitzacio de 7(n) i o(n) és ox(n), donat que
oo(n) =7(n) io1(n) =o(n).
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Capitol 2
Polinomis

2.1
CO0OS I ANELL

Introduirem aquest capitol amb la definicié de cos. En polinomis acostumarem a treballar amb
K[z], o sigui que sera forga ttil conéixer el concepte.

Definicié 2.1.1 (Operacio interna). Si A és un conjunt no buit, una operacid interna a A és
una aplicacio d’A x A en A. Indiquem la imatge d’(a,b) per aquesta aplicaci6 per a ® b. Tenim:

©: AxA — A
(a,b) +— f(a,b)=0a©b

Sigui © una operaci6 interna definida en el conjunt A:

(2.1.1)

Diem que ® és associativasi (a¢©b)©c = a® (b®@c), per a a, b, ¢ elements d’A, qualssevol.
Diem que ® és commutativasia©b=>bo a, per a a,b € A.

Diem que e € A és element neutre per © si a © e = ¢ ® a = a per a qualsevol element
a € A.

4. Si e és element neutre per ® i a és un element d’A, diem que un element b d’A és simétric
daper@sia@b=boa=ce.

[N

w

Definici6 2.1.2 (Suma). Siguia € A. Definim la suma com una operaci6 interna amb element
neutre 0, amb oposat ’element simétric —a.

Definicié 2.1.3 (Producte). Amb element neutre 1, i diem invers d’a ’element simétric a™!.

Si A és un conjunt dotat d’una operaci6 interna © i B és un subconjunt d’A, diem que B és

estable per © si es compleix
a,be B = a®@beB. (2.1.2)

Definicié 2.1.4 (Grup). Es un conjunt no buit dotat d’una operaci6 interna associativa, amb
element neutre i tal que tot element té simétric. Si, a més, 'operacié és commutativa, diem que
el grup és abelia.
Definicié 2.1.5 (Anell). Es un conjunt A no buit dotat de dues operacions internes, la suma
i el producte, tals que:

e la suma és associativa, commutativa, amb element neutre 0 i oposat,

e el producte és associatiu i distributiu respecte de la suma.
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2.9.1 Polinomis

Si, a més, el producte és commutatiu, direm que A és anell commutatiu. Si A té element
neutre pel producte, direm que és un anell amb unitat.

Definicié 2.1.6 (Element invertible). Un element d’a amb unitat A es diu invertible si té

invers A. Si a és element invertible de I'anell A es compleix ab = 0 = b = 0, ja que
ab=0 = a'(ab) =a™'-0=0, i daltra banda, a'(ab) = (¢ 'a)b=1-b=1b.

Definicié 2.1.7 (Cos). Un cos és un anell commutatiu amb unitat en qué tot element no nul
és invertible.

Exemple 2.1.8. Q,R,C, amb la suma i el producte usuals, sén cossos.

2.2
DEFINICIO

Definicié 2.2.1. Sigui K un cos. Recordem que aix0 vol dir que en el conjunt K hi ha definides
dues operacions, que normalment anomenarem suma i producte, amb unes certes propietats. Un
polinomi P(z) a coeficients en K és una expressio de la forma:

Ant" + ap_ 12" P+ .+ az+ag, n>0,a,...,a, €K (2.2.1)
Es diu que x és la variable i que a; son els coeficients de P(x).

Definicié 2.2.2 (Polinomis constants). Son aquells en qué n = 0, és a dir, son de la forma
P(x) = ap, amb ag € K. Un cas particular n’és el polinomi nul P(z) = 0.

Propietat 2.2.3. Tot polinomi no nul s’escriu de forma wnica tal que
AnZ" + n_12" 4 ..+ @z + ao, (2.2.2)

amb a, # 0,n > 0. n és el grau del polinomi i el denotem per gr(P(z)).

SUMA I PRODUCTE DE POLINOMIS

Per a sumar polinomis, se suma coeficient a coeficient (amb la suma de K) i per a multiplicar-los,
s’aplica la propietat distributiva: aplicant la regla z"z™ = 2", i agrupant després termes on
la x tingui el mateix exponent. Aixi doncs, la suma és associativa i commutativa, amb element
neutre i oposat. El producte és associatiu, commutatiu i distributiu respecte de la suma. Existeix
element neutre pel producte.

Observacio 2.2.4. Noti’s que el polinomi constant 1 és el neutre del producte, i el polinomi
nul 0 és el neutre de la suma, per la defincié de cos, K, que hem vist a la secci6 anterior.

Propietat 2.2.5. Siguin P(x),Q(x) polinomis en K|z|:

1 gr(P(z) + Q(r)) < max{gr(P(x)), gr(Q(z))},
2. gr(Pz- Q(x)) = gr(P(z)) + gr(Q()).

Corol-lari 2.2.6. Els polinomis P(x) que tenen inversa, és a dir, polinomis tals que existeix
un polinomi Q(x) amb P(x)Q(z) = 1 son els polinomis constants no nuls.
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Capitol 3
Divisibilitat 1 nombres primers

3.1
PROPIETATS BASIQUES DE LA DIVISIBILITAT

Proposicié 3.1.1. Sia 1 b son dos nombres diferents de 0, el seu producte ab és diferent de 0.

Proposicié 3.1.2 (Llei de simplificacio). Siguin a,b,c nombres enters. Si bc = ac i ¢ # 0,
llavors b = a.

Definicié 3.1.3. Siguin a,b € Z, qualssevol. Direm que a és un miltiple de b si existeix un
nombre enter ¢ tal que a = bg. Direm que b és un divisor d’a si existeix un nombre enter ¢ # 0
tal que a = bg. Si a és multiple de b, escriurem b | a; en cas contrari, bt a.

Proposicié 3.1.4. Si a,b € Z, no tots nuls, i n un enter amb n | a, n | b, aleshores n | d =
mcd(a,b). FEs té, per tant, que el maxim comi divisor és el major dels divisors comuns i €s
multiple de qualsevol divisor comi.

Lema 3.1.5 (Lema fonamental de 1’Aritmética). Si p és primer i a,b € Z tals que p | ab,
aleshores p | a o p | b.

Demostracio. Suposem que p no divideix b. Com p és primer, és evident que med(p,b) = 1, ja
que hem dit que p no divideix b i p no té altres divisors a part de 1’l. Aplicant la identitat de
Bézout, es dedueix I'existéncia d’enters x,y tals que

1 = bx + py. (3.1.1)
Multiplicant @ a ambdés bandes de la igualtat obtenim:
a = abx + apy. (3.1.2)

Com, per hipotesi, p | ab, es té, per la transitivitat de la divisibilitat que veurem més endavant
en aquests apunts, que p | apy. Per (3.1.2) deduim que p | a. |

Lema 3.1.6 (Lema d’Euclides). Sia,b,c € Z tals que b | ac i med(a,b) =1, aleshores b | c.

Demostracio. Es prova d’una manera semblant a [3.1.5] Com mecd(a,b) = 1, la identitat de
Bézout ens diu que existeixen enters x,y tals que 1 = ax + by. Multiplicant per ¢ a banda i
banda de la igualtat obtenim ¢ = cax + cby i com, per hipotesi, es té que b | ac, també val
b| cax, i com clarament b | cby, concluim que b | c. |
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3.1.1 Divisibilitat i nombres primers

Corol-lari 3.1.7. Si p és un nombre primer i ay,...,a, € Z tals que p | a1, ...,a,, aleshores
p | a; per algun i € {1,2,... r}.

Teorema 3.1.8 (Propietats de la divisibilitat). Sia, b, i ¢, m, n sdn enters, aleshores:
1. a| a: reflexivitat.

Sic|lbibla = c|a: transitivitat.

Sia|bibla, aleshoresb=a o b= —a.

Siblaib|c = b|am+ cn: linealitat.

blaib|c = cb| ca: multiplicativitat.

Sicb|caic#0, aleshores b | a: llei de simplificacio.

1| n: 1 divideiz tot.

n|l=mn==1:11i-1 son els unics divisors d’l.

S

© %N D T e

d | 0: qualsevol nombre divideiz zero.

POLINOMIS: PROPIETATS BASIQUES DE LA DIVISIBILITAT
Definicié 3.1.9. Sia(z),b(x) € K[z], diem que b(x) divideix a a(z) si existeix ¢(x) € K[z] amb
a(x) = b(z)c(z), (3.1.3)

i ho denotem amb b(z) | a(z). En aquest cas, diem que b(z) és un divisor d’a(z).

Lema 3.1.10. Si P(z) € K[z] és un polinomi no nul, els polinomis constants ¢ € K no nuls i
els de la forma c- P(x) amb ¢ constant no nula divideizen P(x).

Demostracio. Simplement a partir de les igualtats trivials segiients ho comprovem:

P(x)=c-(c'-P()iPx)=c'(c- P(x)). (3.1.4)

Teorema 3.1.11. Siguin a(x),b(zx), c(x), s(x),t(x) € K[z].
1 Sia(x) | b(x) ia(z) | c(z) = a(z) | s(2)b(x) + t(z)c(2),
2. sia(x) | b(x) ib(z) | c(z) = a(z) | c(x) i
3. sia(z) | b(x) = a(x)s(x) | b(z)s(x). La reciproca és certa si s(x) # 0.
Definicio 3.1.12. Si P(z) € K][z], els polinomis de la forma ¢ - P(z) amb ¢ constant no nul-la

s’anomenen polinomis associats a P(x). La relaci6 entre el polinomi i els seus associats és una
relacié d’equivaléncia.

Proposicié 3.1.13. Sia(x),b(z) € K[z], aleshores
a(x) és associat a b(z) <= a(z) | b(x) ANb(z) | a(x), (3.1.5)
€s a dir, si es divideizen miutuament.

Demostracio.
—>  Suposant que son associats, a(x) = ¢ b(x). Per 3.1.10] a(x) | b(z). b(x) | a(z) és trivial.
< Suposant a(z) | b(z),b(z) | a(z). Tenim b(z) = a(z)u(x) i a(z) = b(z)v(x). Substituint,
b(x) = b(x)v(z)u(x). Suposant a(z),b(x) # 0 ens queda u(x)v(x) = x) tenen invers i
a(x),b(x) son associats. |

\.}—‘

=
8

~
4

Proposicié 3.1.14. Dos polinomis associats tenen el mateiz conjunt de divisors.
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Algorisme d’Euclides 3.2.4

3.2
ALGORISME D’EUCLIDES

Definicié 3.2.1 (Divisor comt). Un divisor comi entre dos nombres enters a, b és un nombre
enter d tal que d | aid]|b.

Definicié 3.2.2 (Maxim comu divisor, recordatori). Donats nombres enters qualssevol a, b, d,
direm que d és un maxim comi divisor d’a i b si a, b sén miltiples de d i per a tot altre nombre
enter ¢ tal que a, b siguin multiples de d, el nombre d també és un maltiple de 9.

Proposicié 3.2.3. Donats dos enters a i b no nuls, el segiient algorisme és finit i dona com a
resultat d = med(a,b):

1. Suposarem a > b. En particular, a > b > 0. Com mcd(a,b) = med(b,a) = med(|al, |]),
podem suposar a >b >0 (el cas b =0 és trivial, ja que mcd(a,0) = |al.
Sia =b el resultat és med(a,b) = a. Per tant, suposem que a > b > 0.

Sir =0, tenim que bla, aizi med(a,b) = b.

Siry #£ 0, cal calcular qo, 19 tals que b = r1qa + 19, amb 0 < ry < ry. Siry =0, aleshores
mcd(a, b) = 7.

5. En definitiva, donats rj_y i rj_o, amb j > 2, si ambdds son no nuls, calculem q; i r; tals

S~

que Tj_9 = 1;-1q; + 15, amb 0 < r; <71y,

0. Suposem ara i ["ultim index tal que la resta r; és no nul-la. Per tant, es té que r; = 0 i
riv1 = 0. Aleshores, existeix un q; 1 tal que ;1 = r;q;o1 + 0. Afirmem, doncs, que per a
aquest indez i es té que med(a,b) =r;.

Lema 3.2.4 (Identitat de Bézout). Siguin a,b € Z, no tots dos nuls i d = med(a, b). Aleshores,
existeizen nombres enters x 1y tals que

d = ax + by. (3.2.1)

Demostracio. Veiem com es poden calcular s,t de manera que se satisfaci d = sa + tb a partir
de les divisions que hem fet en aplicar I’algorisme d’Euclides. Si a = bg; + 1, tenim ry = a — by
i podem escriure la igualtat de matrius

()= 5 6) 622

Analogament, b = rigs + 71 = 19 = b — g2 que dona la igualtat de matrius

-0 ) () a2

1, per a cada i, r; = rip1qiqo + Tiga = Tiy2 = T; — Iip1Gi42, que dona:

Ti+1 0 1 T
= . 3.2.4
(T’z‘+2) (1 _Qi+2> (Tz‘+1) ( )

Si r, és la primera resta nul-la, obtenim
Tn—1 i 0 1 T'n—2o i 0 1 0 1 T'n—3
0 N 1 —Gn T'n—1 N 1 —4n 1 —Qn—1 T'n—2
_'___(o 1)(0 1 )(0 1)(a) (0 1)(0 1 >(0 1)_(st
I —go) \1 —@u L =) \b)" \1 —¢u) \1 —Gu I —q * %



3.2.1 Divisibilitat i nombres primers

Com que s it s’obtenen fent sumes i productes d’enters, son enters. I per la igualtat de matrius,
satisfan med(a, b) = 1,1 = sa + tb. |

Observacio 3.2.5. També podem calcular els coeficients de la identitat de Bézout aillant
successivament les restes de cada divisié comencant per la dltima.

Proposicié 3.2.6. Siguin a,b,c nombres enters. Aleshores:
/. med(a, b) = med(b, a),
2. med(a, med(b, ¢)) = med(med(a, b), ¢),
3. med(ca, cb) = ¢ - med(a, b).

Demostracio. Demostrem 3. Podem suposar que els nombres a, b, ¢, med(a, b), med(ca, cb) som
positius. Siguin d := mcd(a,b) i e := mcd(ca, cb): cal veure que e = cd. Com que ca i cb
son multiples comuns de cd, el nombre e és miltiple de c¢d. D’altra banda, podem escriure
d = am + bn, per a certs enters m,n. Ara, com e és mcd(ca,cb), els nombres ca i c¢b sén
miltiples de e, de manera que cam + cbn = cd és multiple de e. Per tant, e = cd. |

Lema 3.2.7. Va,b € Z, tenim:

mced(a,b) = med(b, a) = med(+a, +b) = med(a,b—a) = med(a, b+a) = med(a,b—an). (3.2.6)

PoOLINOMIS: ALGORISME D’EUCLIDES

Teorema 3.2.8 (Divisi6 euclidea de polinomis). Sia(z),b(z) € K[z], amb b(z) # 0, existeizen
polinomis inics q(x),r(x), anomenats quocient i resta, respectivament, tals que

alw) = b(a)g(x) + r(x),  gr(r(e)) < gr(b(a)). (3.2.7)

Definicié 3.2.9 (MCD, polinomis). Si a(z),b(x) € K[z], no ambdés nuls, un polinomi d(x) €
K[z] és un maxim comu divisor d’a(z) i b(z) si

Ld(z) [ a(z) i d(z) | b(x),

2. Vs(x) € K|z] tal que s(z) | a(x) i s(z) | b(x) = s(z) | d(x).

Proposicié 3.2.10.
1. Sid(z) i d(x) € Klz] son ambdds mazxim comi divisor d’a(z),b(x) € K|z], aleshores d(x)

i d'(z) son associats.
2. Sid(x) és MCD d’a(z) i b(x), tot associat de d(x) també ho és.

Demostracio.

1. Com d(x) és med(a(z),d(z)), 1 d'(z) és un divisor comu, es té d'(x) | d(x), i aplicant-ho a
Iinrevés, tenim que d(z) | d'(z). Per[3.1.13] d(z),d'(z) son associats.

2. Sigui d(z) un med(a(x),b(x)) i sigui ¢ € K una constant no nul-la. Considerem cd(z).
Com d(x) | a(z), veiem que d(x) | ¢ 'a(x). D’aqui, ¢ - d(z) | a(x). Analogament, com
d(x) | b(z), concluim que cd(z) | b(x). En altres paraules, cd(x) és un divisor comua d’a(x)
i b(z). Sigui ara s(z) un divisor comu d’a(z) i b(z). En conseqiiéncia, s(z) | d(z), d’on
traiem que s(z) | ed(x).
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Polinomis: algorisme d’Euclides 3.2.16

Proposicié 3.2.11. Sia(x),b(x),c(x) € K[z], no nuls, es té que:
med(a(z),b(x)) = med(a(z) — e(x)b(x), b(z)). (3.2.8)

Demostracio. Es facil veure que els divisors comuns d’ambdos costats son els mateixos, per les
propietats de la divisibilitat: d | aid | b = d | a — cb. Reciprocament, si d | a — ¢b i
d|b = d|a—cbid|cb = d|a. [

Proposicio 3.2.12 (Algorisme d’Euclides amb polinomis). Siguin a(x),b(x) € Kz], no nuls,
amb gr(a) > gr(b).
1. Dwidint, a(x) = b(x)q(x) + ro(x), amb gr(re(z)) < gr(b(x)). Per la proposicié prévia,
2. med(a(x), b(x)) = med(a(z) — b(x)q(x), b(x)) = med(b(x ) ro(z)).
3.8 ro(x) =0 = b(z) | a(z) i med(a(z),b(z)) = med(b(z),0) = b(x), i aqui acaba
l’algorisme.
4. Sirg(x) #0 = b(z) = q1(x)ro(x) + ri(x), gr(ri(z)) < gr(ro(z)). Siri(z) =0, deduim
que med(a(x),b(x)) = med(b(x), ro(x)) = med(ro(x),0) = ro(z).
5. Siri(z) # 0, procedim amb la divisio de ro(x) entre ri(x) i aizi successivament.
0. Suposem l’expressio general:

ri(x) = i1 () gipa(T) + 1rig2(x), 0<i<n—1,1,#0 (3.2.9)

S’arribara a un determinat n tal que a rpy1(x) = 0, ja que el grau va decreizent en la
successio dels ri(x). Aixi, s’arribara al polinomi nul en un nombre finit de passos.

7. D’aqui concloem que mecd(a(x),b(z)) = med(b(z),ro(x)) = med(ro(x),ri(z)) = ... =
med(r,(x),0) = rp(x), és a dir, I'med és Uiltim residu no nul que apareiz en l'algorisme
d’FEuclides.

Exemple 3.2.13. Volem calcular el maxim comu divisor dels polinomis A(X) = X5 — X3 —
X?2—2X +2,B(X)=X*4+3X3— X?—6X — 2. Fent la divisi6 I’A(X) entre B(X) obtenim
el quocient Q1(X) = X — 3 iresta B (X) = 9X® +2X? — 18X — 4. Fent la divisi6 de B entre
Ry obtenim quocient Q2(X) = §X + 2 iresta Rp(X) = 31 X? — £ = 3(X? — 2). Fent la
divisi6 d’Ry(X) entre Ry(X) obtenim Q3(X) = 51(9X + 2) i R3(X) = 0. Per tant, tenim que
med(A(X), B(X)) = X? — 2.

Lema 3.2.14 (Identitat de Bézout amb polinomis). Si a(z),b(z) € Kz], no ambdds nuls, i
d(z) és el med d'a(z) i b(x), existeizen s(x),t(x) € K[z] tals que s(z)a(x) + t(z)b(x) = d(x).

Demostracio. Es podria raonar de manera analoga a|3.2.4, La observaci6 posterior a també
seria valida. [

Definici6 3.2.15 (Polinomi irreductible). Sigui P(z) € Klz], gr(P(z)) > 0, diem que P(z) és
irreductible si no pot descomposar-se com

Px) = f(z)g(x), gr(f(x)) < gr(P(x)) Agr(g(z)) < gr(P(z)). (3.2.10)

Observem que un polinomi P(z) de grau 1 sempre és irreductible, ja que P(z) = f(x)g(x)
necessita de gr(g(z)) = 11 gr(f(x)) = 0.

Proposicio 3.2.16. Si P(z) € Klz] és irreductible, els seus tnics divisors son els polinomis
constants ¢ i els associats cP(x), amb ¢ € K no nul.
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3.3 Divisibilitat i nombres primers

Proposicié 3.2.17. Si P(z) € K[z], ¢ € K no nul, P(x) irreductible <= cP(x) irreductible.

Demostracio. Si eP(x) és irreductible, és evident que P(x) també ho és, ja que és una descom-
posicié no trivial: P(z) = f(z)g(z), gr(f),gr(g) < gr(p), donaria lloc a una descomposicié no
trivial de cP(z): ¢P(x) = (¢f(z))p(z). La reciproca es prova analogament. [

Proposicié 3.2.18. Siguin P(x) irreductibles en Kx]. Sigui a(z) € Klz]. Aleshores, o P(x) |
a(x) o med(P(x),a(z)) = 1.

3.8
NOMBRES PRIMERS

Definicié 3.3.1 (Nombre primer). Un nombre enter n és un nombre primer si, i només si,
n # 0,1, —1 1 els tnics divisors de n séon 1, —1,n, —n. Els nombres enters no sén ni el 0,1, —1,
ni tampoc sén primers, s’anomenen compostos.

Teorema 3.3.2 (Teorema d’Euclides). FEl conjunt dels nombres primers és infinit.
Lema 3.3.3. Per tot nombre primer P existeix un altre nombre primer P tal que P < R.

Demostracio del lemalZ.3.3 Considerem un nombre primer P. Sigui R = P!'+1. Com P < P!,
tenim que P < R. Demostrem per reduccié a ’absurd que R és primer. Suposem llavors que
R és compost. Sigui ) un factor primer de R. Un factor primer és un nombre primer que
apareix en la descomposicio en factors primers de R. Com () és un factor primer de R, tenim
que Q < R, pero, com que @ és primer i R és compost, deduim que Q < R. Per tant, ) < P!.
Doncs, @ és un factor primer de P!.

Pero com @ és un factor primer de R, tenim que @) és un divisor de R = P! + 1.

Aixi doncs, com @ és un divisor de P!i és també un divisor de P!+ 1, deduim que @ és divisor
de 1 i, per tant, que Q = 1, la qual cosa és impossible donat que () és primer (i per tant,
Q > 2). |

Demostracio del teorema d’Fuclides. Demostrem el teorema d’Euclides per reduccié a ’absurd.
Suposem que el conjunt A dels nombres primers és finit. Sigui, doncs, P I'altim nombre primer,
el qual existeix perqué estem suposant que A és finit. Aplicant llavors el lema [3.3.3] obtenim
que existeix un nombre primer R tal que P < R. Pero llavors, P no és I'altim nombre primer,
amb la qual cosa arribem a una contradiccio. ]

Lema 3.3.4 (Divisibilitat de nombres compostos). Sin és un enter que no és primer, és divi-
sible per un primer p positiu tal que p < \/n.

Demostracio. Com que n i —n tenen els mateixos divisors, podem suposar n > 0. Per la definicio
de nombre primer, si n no ho és, tenim que n = mymgy, my,my € Z \ {1,n}. Podem suposar
my < my 1 tenim que my < /n. Sim, és primer, ja estem. Sino, podem escriure m; = q;¢, amb
G1,q2 € Z\{1,m1}. Si ¢y és primer, ja estem. Si no, reiterem el procés. Com que my; > ¢ > - -,
en un nombre finit de passos trobem un divisor primer d’n més petit o igual que \/W . [ |
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Teorema fonamental de 1’ Aritmeética (TFA) 3.4.4

DISTRIBUCIO DE PRIMERS

Lema 3.3.5. Sin > 1 és un nombre natural no nul, cadascun dels nombres (n+1)!4+2, ..., (n+
D!'+n+1 és compost.

Demostracio. En efecte, (n 4+ 1)! + m és estrictament més gran que m i és divisible per m, per
a2<m <n-+1; per tant, (n + 1)! + m és compost. [

Corol-lari 3.3.6. Per a tot nombre enter n > 1, ewisteiz un nombre natural primer p tal que
p+1,....,p+n son nombres compostos.

Definicié 3.3.7. Per a tot nombre enter » > 1 escriurem p, per a indicar 1'r-ésim nombre
natural primer que apareix en la successié dels nombres naturals.

Proposicio 3.3.8. Per a tot nombre enter r > 2 se satisfa la desigualtat

r—1
pr <[] p: (3.3.1)
=1

Teorema 3.3.9 (Postulat de Bertrand). Siguin > 1 un nombre natural no nul qualsevol. Ezxis-
teix un nombre natural primer p tal que n < p < 2n.

3.4
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ARITMETICA (TFA)

Proposicié 3.4.1. Siguin a,b,c nombres enters. Suposem que a | bc i que med(a,b) =1, és a
dir, a i b son primers entre si. Llavors, a | c.

Proposicié 3.4.2. Siguin a,b nombres enters i sigui p un nombre natural primer. Si p divideix
el producte ab i p no divideiz a, llavors, p divideiz b.

Demostracio. Suposem que p és un nombre primer i que p divideix el producte ab i no divideix
a. Com que p és primer, els Gnics divisors de p sén +1, +p; i, com que a no és divisible per p,
és med(p,a) = 1. En virtut de la proposicié anterior, p | b. |

Proposicio 3.4.3. Tot nombre natural és producte de primers.

Teorema 3.4.4 (Teorema Fonamental de I’Aritmeética). Sigui a # 0,+1 un nombre enter.
Ezisteizen nombres naturals primers py,...,p, 1 existeir € € {—1,1} tals que a = ep1ps ... pp.
A més, llevat de l’ordre, € i els nombres p; son unics.

Demostracio. Sia < 0, prenem € = —1 i, si a > 0, prenem ¢ = 1. D’aquesta manera, i com que
el producte de nombres naturals és un nombre natural, és suficient demostrar que tot nombre
natural a > 1 s’expressa de manera tnica, llevat de 1’ordre, com a producte de nombres naturals
primers.

Si a és primer, aleshores a és el producte de 1 per a, que és primer. Aixo demostra I'existéncia
de descomposicié en aquest cas. Ara podem procedir per induccid; si a no és primer, aleshores
a és divisible per un nombre natural primer, posem p;. Com que a no és primer, el nombre

b= pil < a és un nombre natural menor estricte que a; per hipotesi d’induccié, podem suposar
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3.4.1 Divisibilitat i nombres primers

que b és producte de nombres primers, b = ps ... p,; aleshores, a = p1p ... p, també és producte
de nombres primers.

Resta veure la unicitat de la descomposicio. Per a aix0, suposem que a = €p1py...p, =
€qQqa ... qm, amb e ¢ € {—=1,1} ip1,...,Pn,q,---,Gm nombres naturals primers. Com que els
productes pips...pn 1 q1G2 - .. ¢n sON nombres naturals, els dos signes han de coincidir; aixo
demostra la igualtat ¢ = € i, en conseqiiéncia, la igualtat p;...p, = q¢1 ... ¢m.

D’altra banda, com que el nombre p; és un divisor primer del producte ¢ ... ¢, p1 ha de
dividir algun dels factors; reordenem, si convé, els nombres ¢;, a fi de poder suposar que p;
divideix ¢;. Com que q; és primer, ha de ser p; = ¢;. Si simplifiquem, obtenim la nova igualtat
Po...Pn=Gqs...qn. Repetim successivament aquest procés amb po,...,p,: obtenim que ha de
serm>n,p;, =q,peral <t <nil=qu1...-¢n. Pero 1 no és divisible per cap nombre
primer, de manera que n = m i ja hem acabat. [

Observacié 3.4.5. Podem agrupar els nombres primers que apareixen a la descomposicio i
escriure-la en la forma

a= (—:Hp”f'(“), (3.4.1)
p

amb v, > 01 el producte estés a tots els naturals primers diferents. Aquesta expressio té sentit,
ja que v, = 0 per a tots els nombres primers p llevat d'una quantitat finita i, per tant, el producte
és finit.

Definici6é 3.4.6. Si a = er p*»(@) &5 la descomposicié en factors primer d’un nombre enter

a # 0, el nombre natural v,(a) s’anomena valoracic p-adica d’a. Per a completar la definici6 en
_ ) ] _

a =0, s’escriu v,(0) = oo.

Proposicio 3.4.7. Donat un nombre primer p, les valoracions p-adiques de nombres enters
a,b,a+ b,ab estan relacionades de la manera segiient:

1. v,(1) =0,
2. vp(ab) = vy(a) + vp(b),
3. vp(a+b) > min(v,(a), v,(b)).

Observacié 3.4.8. D’aqui, és molt facil demostrar que v,(mcd(a, b)) = min(v,(a), v,(b))

TEOREMA FONAMENTAL DE L’ARITMETICA: POLINOMIS
Lema 3.4.9 (Lema Fonamental de I’Aritmética). Sigui P(x) irreductible en K[z]. Si P(x) |
a(z)b(zx) = P(z)|a(z)V P(x) | b(x).

Demostracid. Suposem que P(z) t a(z). Per B.2.18] tenim que med(P(z),a(z)) = 1. Aplicant
la identitat de Bézout, existeixen s(z),t(z) tals que P(z)s(x) + a(z)t(xz) = 1. Multiplicant per
b(x), obtenim P(x)s(x)b(x) 4+ a(x)t(z)b(x) = b(x). Dividint a banda i banda per P(z):

)b
P@)s(e)blz) | alw)t(x)bla) _ biz) I CR
Px) + P() = P() < s(x)b(z) +t(x)q(x) = P) — P( )|b£3)4 ,

Aplicant induccié sobre el nombre de factors, es dedueix facilment el segiient corol-lari:
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Arrels de polinomis (aplicades a la descomposicio) 3.4.13

Corol-lari 3.4.10. Sigui P(x) € K[z| irreductible. St P(x) | a1(x)---a,(x), se sequeix que per
a algun i € {1,2,...,r}, P(z) | a;(z).

Teorema 3.4.11 (Teorema de Descomposicié en Factors Irreductibles). Sigui f(z) € K[z], gr(f(z)) >
0. Aleshores, f(x) es descomposa com a producte de polinomis irreductibles,

f(z) = Pi(z)--- P.(x). (3.4.3)

Aixi mateiz, si es té una altra descomposicid en producte d’irreductibles f(x) = Q1(z) - - - Qs(x),
r = s. I, després de reordenar si cal, es té que Pi(z) i Q;(x) son associats, per a tot i €

{1,2,...,r}.

Demostracio. Hem de provar existéncia i unicitat. Provem primerament l’existéncia i després la
unicitat.

1. Si f(x) és irreductible el resultat és trivial. De fet, aquest cas particular prova allo que
volem per tot polinomi de grau 1. Sino ho és, f(z) = fi(z)fo(x), gr(fi),gr(fe) < gr(f).
Per tant, podem aplicar la hipotesi d’induccié per afirmar que tant fi(z) com fy(z) es
poden descompondre com a producte d’irreductibles.

2. La unicitat es prova com en el cas del TFA aplicat als Z. Partint de les dues expressions
de f(z) = Pi(x) - P.(x) = Q1(x) - - - Qs(x): com P;(x) és irreductible i divideix a un pro-
ducte, ha de dividir algun @;(z). Reordenant, si cal, suposem P;(z) | Q1(z). Com Q(x)
és irreductible, i Pi(x) té grau positiu per definici6 d’irreductible, han de ser associats:
Pi(xz) = ¢1Qq(z). Per tant, cancel-lant Py i ) a la igualtat anterior, posant ¢; a 'inici,
ens queda: c1P(x)Ps(2) -+ Pr(z) = Q2(2)Qs3() - - - Qs ().

Iterant el raonament, concloem que Py(x) és associat de Q2(x) i, aixi, successivament, que
cada Pj(x) és associat d’algun Q;(x). Es facil veure que ha de ser r = s: si no fos aixi,
s’arribaria a la igualtat entre una constant i un producte de polinomis de grau positiu (L).

Observacio 3.4.12. Si treballem amb polinomis irreductibles monics, aconseguim que els fac-
tors irreductibles quedin univocament determinats. Es a dir, vegem que si f(z) € K[z], gr(f) > 0,
i coeficient principal a,,, es té:

f(z) = a, - Pi(x)Py(x)--- P.(z), (3.4.4)
on els P; sén monics i irreductibles. Una tal descomposicié en monics i irreductibles és tinica
excepte per 'ordre dels factors.

ARRELS DE POLINOMIS (APLICADES A LA DESCOMPOSICIO)

Podem veure un polinomi com una funcié de K en K, és a dir, substituint la  per un valor
k € K obtenim la seva imatge P(k) € K. Son particularment tutils les arrels d’un polinomi, que
son aquells valors k € K tals que P(k) = 0, si és que existeixen.

Teorema 3.4.13. Si k € K i P(z) € Kz], el valor P(k) coincideiz amb el residu de dividir
P(z) per (x — k).

Demostracio. Com x—Fk és de grau 1, és evident que el residu de dividir P(z) entre (x—k) sera un
polinomi constant r. Es té que P(x) = (z—k)Q(x)+r. Substituint: P(k) =0-Q(z)+r=r. W
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3.4.3 Divisibilitat i nombres primers

Corol-lari 3.4.14. k és arrel de P(x) < (x — k) | P(z).

Demostracio. A partir del teorema anterior, suposant P(k) = 0, és a dir, que k és arrel de P(z),
equival a dir que el residu de dividir P(z) entre (x—k) ésigual a 0, és a dir, que (z—k) | P(z). W

Definici6 3.4.15. Sic € K és arrel de P(z) € K|z], diem que té multiplicitat ¢ si ¢ és la major
poténcia tal que (x — ¢)' | P(x). Es evident que es té i > 1.

Teorema 3.4.16 (Goldbach). No ezisteiz cap polinomi no constant f(X) € Z|x] tal que f(N)
sigut primer per a tot nombre enter N.
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Capitol 4

Congruéncies lineals

4.1
INTRODUCCIO

Recordem breument una série de conceptes introductoris ttils en aquest capitol.

Definicié 4.1.1 (Relacio de A en B). Si Ai B sén dos conjunts, una relacié de A en B és un
subconjunt de A x B.

Definicié 4.1.2. Si R C A X B és una relaci6 i (a,b) € R, direm que a esta relacionat amb b
per R. En moltes ocasions escriurem aRb en lloc de (a,b) € R.

Sigui R una relacié sobre un conjunt A:
Definicié 4.1.3 (Relacio reflexiva). Diem que R és reflexiva si per a tot a € A, aRa.

Definicié 4.1.4 (Relacio irreflexiva). Diem que R és irreflexiva si per a tot a € A, és fals que
aRa.

Definicié 4.1.5 (Relaci6 simétrica). Diem que R és simétrica si per a tot a,b € A,
aRb = bRa. (4.1.1)
Definicié 4.1.6 (Relacio antisimétrica). Diem que R és antisimétrica si per a tot a,b € A,
alRbANbRa = a =b. (4.1.2)
Definicié 4.1.7 (Relacio6 transitiva). Diem que R és transitiva si per a tot a,b,c € A,
aRb ANbRc = aRc. (4.1.3)

Definici6 4.1.8 (Relacio d’ordre en A). Diem que R és una relacié d’ordre en A si R ¢s
reflexiva, antisimétrica i transitiva.

Definicié 4.1.9. Diem que R és una relacié d’ordre total en A si R és una relaci6 d’ordre
en A tal que per a tot x,y € A es té que xRy o yRx.

Definici6 4.1.10 (Ideal). Un ideal a d’un anell A és un subconjunt no buit a C A tal que si
a,b€eai )€ A, aleshores a+ b, \a € a.

Proposicio 4.1.11. Sigui a C Z un ideal qualsevol. Existeirz un enter a tal que a = aZ.
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4.2 Congrueéncies lineals

4.2
DEFINICIO I PROPIETATS BASIQUES

Definicié 4.2.1. Sigui n € Z > 0. Donats a,b € Z, direm que a és congruent amb b modul n,
i escriurem a = b (mod n) sin | a—b.

En particular, si en la divisi6 entera entre a i n es té quocient ¢ i residu r, 0 < r < n, es
compleix

a=ng+r = a—r=nqg = n|la—r = a=r (modn). (4.2.1)

En altres paraules, tot enter a és congruent modul n amb un tnic nombre r € {0,1,...,n — 1},
jaquesia=r (mod n)i0 <r < n, aleshores r ha de ser, necessariament, el residu de la divisio
d’a entre n.

Proposicié 4.2.2. Siguin € Z. La relacio de congruéncia modul n és una relacio d’equivalén-
cia; €s a dir, si a,b,c son nombres enters qualssevol, se satisfan les propietats segiients:

1. Reflexiva: a =b (mod n);

2. simeétrica: si a =b (mod n), aleshores b= a (mod n);

3. transitiva: sia =0 (mod n) i b= ¢ (mod n), aleshores a = ¢ (mod n).

Demostracio. No demostrarem les dues primeres propietats perqué son evidents. Pel que fa a la
transitivitat, sia =b (mod n)ib=c (mod n) = n|a—bin|b—c = n|(a—b)+(b—c) =
a—c = a=c (mod n). |

Definicié 4.2.3 (Classes residuals). Els enters queden repartits en les n classes d’equivaléncia
(son n perqueé, recordem, cadascun té un representant r € {0,1,...,n — 1}, que és un conjunt
de cardinal n): les classes residuals modul n. Sigui u € Z, denotarem per u la classe residual
que conté a u. Al conjunt d’aquestes classes residuals el denotarem Z/nZ, és a dir,

Z/nZ =1{0,1,...,n—1}. (4.2.2)

Definici6é 4.2.4 (Classes residuals, alternativa). Sigui n > 2,n € Z. Per a tot a € Z, anome-
narem classe residual d’a modul n el conjunt @ = {b € Z | b = a (mod n)}. Cada element b € @
s’anomena un representant de la classe. Aleshores, clarament, b€ @ = b =a.

Proposicio6 4.2.5.

1. Per a tot enter q, a = a + qn,
2. Hi ha exactament n classes residuals diferents @ modul n: son els conjunts 0,1,...,n — 1.

Exemple 4.2.6. El conjunt Z/4 de les classes residuals modul 4 consta de quatre elements o
classes: Z/4 = {0,1,2, 3}, que son:
1. Classe del 0: 0= {...,—8,—4,0,4,8,12,...}, en altres paraules, els miltiples del 4;

2. Classe de I'l: 1={...,=7,-3,1,5,9,13,...}, en altres paraules, els miltiples del 4 + 1;
3. Classe del 2: 2 ={...,—6,—2,2,6,10,14...}, en altres paraules, els multiples del 4 + 2;
4. Classe del 3: 3={...,—5,—1,3,7,11,15...}, en altres paraules, els multiples del 4 + 3.
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Definici6 i propietats basiques 4.2.13

Propietat 4.2.7. La suma, resta i producte en Z indueizen operacions andalogues (amb idén-
tiques propietats commutativa, associativa i distributiva) en aquestes classes residuals, doncs
estan ben definides, és a dir, no depenen del representant escollit en la classe habitual:

a=d (modn), b=b )
= a+b=d +?b (modn)
e (4.2.3)

— a—-b=d -V )

)

= a-b=d -V (modn

Demostracio. Les dues primeres es dedueixen facilment de n | x,n |y = n |z +y. Per al cas
del producte, de la propietat n | x = n | xz, es dedueix que a = ¢’ (mod n) = ab = d'b
(mod n). Per altra banda, com que b = b (mod n) = a’b=d'l/ (mod n). Ajuntant les dues:
a-b=d -V (mod n). |

Observacio 4.2.8. A partir de les propietats anteriors, se segueix que Vs > 0,a = b (mod n) =
a® = b° (mod n). També, si P(x) és un polinomi amb coeficients en Z, es té a = b (mod n) —
P(a) = P(b) (mod n).

Proposicié 4.2.9. Sigui n un nombre enter. Les propietats segiients son equivalents:
1. Uanell Z/nZ és un cos,
2. el nombre n és equivalent.

Observacio 4.2.10. Recordem que un cos és un anell commutatiu tal que els elements neutres
per a la suma i per a la multiplicacié séon diferents i tot element diferent del neutre per a la suma
té un invers per a la multiplicacio.

Proposicié 4.2.11. Sin > 1, i es té enters a,b,c amb ac = be (mod n), amb d = med(c,n),
estéa=0b (mod %).

/.

Demostracio. Com d = med(c,n), si anomenem € = ¢ 1 2 = n/, es té que med(c,n') = 1.
) ) d d ) )

Substituint ¢ = dc¢’ i n = dn’ i operant:

add = bdd (mod n) <= dn' | (dac’ — dbd) = d(ac’ — bc") <= n'| (ac’ — bc)

med(c’,n/)=1

<~ n'|d(a—0) nla—b = a=b (modn). (424)

|
Corol-lari 4.2.12. Sia,b,c,n, med(c,n) =1, aleshores ac = bc (mod n) = a =b (mod n).

Lema 4.2.13. Sigui R un conjunt de n enters que representen a totes les classes residuals
Z/nZ. Sigui a un enter tal que med(a,n) = 1. Aleshores aR = {az | x € R} també compleiz
que els seus elements representen totes les classes de Z/nZ.

Demostracio. Com R posseeix n elements, que sabem que recorren totes les classes residuals
modul n, aR també posseeix n elements. Com hi ha n classes residuals modul n, provar que
els elements d’aR representen a totes les classes residuals és equivalent a provar que cap parell
d’ells representa a la mateixa classe residual. Suposem que es tenen z, 2’ € R tals que ax = ax’
(mod n) = x = 2'. Per tant, diferents elements d’aR no cauen en la mateixa classe residual
modul n. ]
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4.2 Congrueéncies lineals

Proposicié 4.2.14. Sin > 1ia,b € Z,med(a,n) =1 = ax = b (mod n) té solucid, i és
unica modul n.

Demostracio. Siagafem R = {0,1,...,n—1} com mcd(a,n) = 1 veiem que a i R compleixen les
condicions del lema previ, aixi doncs sabem que aR = {0,1,...,n — 1} recorre totes les classes
residuals. En particular, algun element cau en la classe de b, és a dir, existeix ¢ tal que at = b
(mod n).

Per a veure la unicitat (com a classe modul n), suposem que tenim dos enters x,z’ amb
ar =b = az’ (mod n). D’aqui, per [£.2.12]i mcd(a,n) = 1, tenim que z = 2/ (mod n). [

Definicié 4.2.15 (Element invertible). Sén elements invertibles modul m aquells a tals que
existeix una soluci6 per a la congruéncia az =1 (mod m). En aquest cas, a un b tal que ab = 1
(mod m), 'anomenem invers d’a modul m.

Proposici6 4.2.16. Sia,b € Z, n > 1, es té que ax = b (mod n) té solucid si, i només si,
med(a,n) | b. En particular, en el cas b= 1: a té invers modul n <= a coprimer amb n.

Demostracio. Sigui g = med(a,n). Suposem que existeix un x € Z, solucié de la congruéncia
n|ar—>b. Ara, com g | n = g |ar —b. A més, com es té que g | a, g | ax. Per tant,
g | (ax — (ax — b)) = b.

Reciprocament, suposem que ¢ | b. Aleshores, com g | a, g | nig | b, es té 'equivaléncia

n. a b
nlear—b <= —|-x—-. (4.2.5)

g g g
Per tant, lequaci6 az = b (mod n) té solucié si, i només si, 'equaci6 fz = % (mod %) té solucié.
Com mcd(?, 3) = 1, sabem que per la proposici6é prévia té solucio. |
Lema 4.2.17. Siguin aq,...,ax, n enters amb a; | n,i € {1,2,...,k} tals que els a; son

coprimers dos a dos. Es té que ajas---ay | n.
Proposicié 4.2.18. mcd(a,m) =1 <= a és invertible modul m.

Demostracio.

—> Suposant mcd(a, m) = 1, per la identitat de Bézout existeixen s,t € Z tals que sa+tm = 1.
D’aqui, veiem que 1 — sa = tm, d’on sa =1 (mod m). Concloem que existeix I'invers d’a
modul m, el qual es pot calcular resolent una identitat de Bézout.

<= Suposant 'existéncia de I'invers d’a modul m, es dedueix que hi ha soluci6 per a I'equacio
sa —tm =1, d’on es dedueix que a és coprimer amb m.

Definicié 4.2.19. Anomenarem les classes residuals modul m formades per elements que tenen
invers modul m (compleixen que med(a, m) = 1) classes invertibles modul m.
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Petit teorema de Fermat 4.4.1

4.8
EL TEOREMA XINES DEL RESIDU

Teorema 4.3.1 (Teorema Xinés del Residu (TXR)). Donats my, ..., my enters positius copri-
mers dos a dos, i enters c,...,c, el sistema de congruéncies

r=c (mod m)
r=cy (mod my) (43.1)
r=c¢p (mod my)

Té solucio, i la solucio €s unica modul m = myms - - - my,.

Demostracio. Si definim M; = mﬂ perai = 1,2,...,k es té m = m;M,;. Observi’s que M;
és el producte de tots els m; amb i # j,j € {1,2,...,k}. Es facil veure que mcd(a,b) = 1
i med(a,c) =1 = mcd(a,bc) = 1, i el mateix pel cas de més de dos factors, per la qual
cosa, al ser els m; coprimers dos a dors, veiem que mcd(m;, M;) = 1. D’aqui, per
concloem que existeix n; tal que n;M; =1 (mod m;) per a tot i = 1,..., k. Considerem l'enter
T = Zle n;M;c;. Aleshores, es té x = n;M;c; =1+ ¢; (mod m;), resolent x el sistema.

Per a veure la unicitat modul m, siguin z,y solucions del sistema. Aleshores, z = ¢; = y
(mod m;) per atot i = 1,...,r = m; | © —y, per atot i = 1,2,...,r. Com els m; son
coprimers dos a dos, el lema previ implica que m | x — y, és a dir, z =y (mod m). |

Observacio 4.3.2. La demostracié permet calcular, en qualsevol exemple donat, la solucié del
sistema. El pas més complex és el calcul de inversos per a elements coprimers amb el modul,
cosa que es redueix facilment a resoldre la identitat de Bézout, doncs ax = 1 (mod m) <=
ar — 1 = my, per a algun enter y, <= ax —my = 1, que és la identitat de Bézout per a a i
—m, donat que mcd(a, —m) = med(a, m) = 1.

44
PETIT TEOREMA DE FERMAT

Teorema 4.4.1 (Petit teorema de Fermat). Sigui p un nombre primer i a un enter no divisible
per p. Es té:
a?'=1 (mod p). (4.4.1)

Demostracio. Considerem R = {0,1,...,p— 1} que compleix que els p elements de R represen-
ten totes les classes residuals modul p. Com la condicié "a no divisible per p"és equivalent a
mcd(a,p) = 1, doncs p és primer, aplicant el lema de la classe anterior veiem que els elements de
aR ={0,a,...,(p— 1)a} també representen a totes les classes residuals modul p. Considerem
ara conjunts analegs, perdo amb el 0 exclos: R = R\ {0} i R” = aR \ {0}. Deduim que tant
els p — 1 elements d’R’ com els p — 1 elements d’R” recorren les p — 1 classes residuals modul
p diferents de les classes del 0. Per tant, si multipliquem tots els elements d’ambdés conjunts
tenim la congruéncia:

1-2--(p—1)=a-(2a)---(p—1)a (mod p) = (p—1)!=a’'-(p—1)! (mod p). (4.4.2)

Aplicant la cancel-lativa, ja que (p — 1)! és coprimer amb p i y, obtenim 1 = a?~! (mod p). M
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4.5 Congrueéncies lineals

Demostracio alternativa del petit teorema de Fermat. L’enunciat d’aquest teorema ens diu que
per a p primer i @ amb p no dividint a a es t¢ que a?”! =1 (mod p). Hem de veure que aixo
equival a dir a? = a (mod p). De fet, per a passar de la primera a la segona congruéncia sol fa
falta multiplicar per a ambdos membres, i per a passar de la segona a la primera cal cancel-lar
a, cosa que es pot fer donat que med(a,p) = 1. Per tant, el teorema equival a provar a? = a
(mod p).

Com és evident que a = 0 compleix la propietat i que si un enter la compleix el seu oposat
també, podem reduir-ho al cas a > 0. Volem provar-ho per a tot a sense restriccions, aixi que
procedim per induccié.

1. Cas inicial: a = 1, és evident.

2. Suposem un a > 1 que compleix la proposici6 (hipotesi d’induccio) i vegem també que és

certa per a a + 1. Aplicant la férmula del binomi de Newton:

GO ! :
<a+1)p5 E CL]: E ﬁajzap_FO‘i_‘i‘O_"l (mOdp) (443)
o = J !

Aplicant la hipotesi d’inducci6 a? = a (mod p), concloem que: (a+1)? = (a+1) (mod p).
Aixo acaba la prova per induccié.
|

Teorema 4.4.2 (Teorema de Fermat-Wiles). Sin > 2, lequacid X"+Y"™ = Z™ no té solucions
enteres positives.

4.5
FunNcio pHdI D’EULER

Definicié 4.5.1. Designarem per (Z/nZ)* el grup multiplicatiu format pels elements invertibles
de Vanell Z/nZ. Aixi, (Z/nZ)* = {b € Z/nZ | b € Z,mcd(b,n) = 1}.

Definici6 4.5.2 (Funcié ¢ d’Euler). Donat n > 1,n € Z. Anomenem ¢(n) a la quantitat de
classes residuals en Z/nZ que son invertibles modul n (o, equivalentment, que sén coprimers
amb n).

Exemple 4.5.3. ¢(6) = 2. De fet, solament enters 11 5 de l'interval [1, 6] son coprimers amb
6. Ara suposem un p primer, p(p) = p — 1: aixo es dedueix a partir del fet que la tnica classe
no invertible modul p és la d’enters divisibles per p, és a dir, la classe dels congruents amb 0
modul p.

Teorema 4.5.4 (Teorema d’Euler). Siguin > 1 ia € Z amb mcd(a,n) = 1. Aleshores, es
compleiz que a¥™ =1 (mod n).

Demostracio. Sigui S = {x1,xs,...,x,}, format per un representant de cada classe invertible
modul n, amb |S| = r = p(n). Comencem provant un analeg al lema de la classe anterior pero
ara per a aquestes classes invertibles.

Sigui x € S. Com mcd(z,n) = 11imed(a,n) =1 = med(az,n) = 1. Per tant, si
multipliquem a tots els elements de S per a obtenim aS = {azy,...,az,} i veilem que tots els
elements d’aquest conjunt séon, de nou, coprimers amb n. A més, |aS| =r = ¢(n).
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Propietats de la funcié phi d’Euler 4.5.7

Volem veure que aquests elements representen totes les p(n) classes invertibles modul n, per
a la qual cosa solament fa falta veure que cada parell d’aquests no sén congruents modul n. Per
a aix0, apliquem la propietat cancel-lativa, que ens diu que si az; = az;, com med(a,n) =1 =
T =rp = 1=].

Per tant, tant s com aS estan format per un representant de cada classe invertible modul n.
D’aqui se segueix que si multipliquem tots els seus elements obtenim la congruéncia

T T, =axy---ax, (mod n), (4.5.1)

on r = ¢(n). Si anomenem x al producte dels z;, amb i € {0,1,...,7}: x = a®™ -2 (mod n).
Com els x; son coprimers amb n, també x és coprimer amb n, amb la qual cosa podem cancel-lar-
lo i obtenim que 1 = a®™ (mod n). [

PROPIETATS DE LA FUNCIO PHI D’EULER

Definicié 4.5.5. La funci6 ¢ que apareix en el teorema d’Euler té per valor ¢(n), amb n > 0,
el cardinal del conjunt (Z/nZ)*, que és igual al cardinal de

U,={a|1<a<nmcd(a,n)=1}. (4.5.2)

Definicié 4.5.6. Una funci6 f : N — R s’anomena multiplicativa si, Va, b € N amb med(a, b) =

1 es té que f(ab) = f(a)f (D).
Propietat 4.5.7.

1. @ és multiplicativa,
2. sip és primer, o(p") =p" " t(p—1).

Demostracio. Si a,b € N, med(a,b) = 1, volem veure que ¢(a,b) = ¢(a) - ¢(b). Recordar que
@(a) és el cardinal de (Z/aZ)*, o, el que és el mateix, U,. I el mateix és valid per ¢(b) i per a
¢(ab). El que volem demostrar, doncs, és que

(Z/aZZ)"| - [(Z/VL)*| = |(Z/abZ)"|, (4.5.3)
on |C| denota el cardinal d’un conjunt C'. Per tal de provar-ho, construim una funcié tal que
[ (Z)aZ)" x (Z)bZ)" —> (Z]abZ)". (4.5.4)

Sigui C} € (Z/aZ)* i Cy € (Z/VZ)*. Pel Teorema Xinés de la Resta, existeix C' € (Z/abZ)* amb
C =C) (mod a)iC = Cy (mod b). La condici6 que C € (Z/abZ)*, és a dir, que és invertible en
Z./abZ es despreén del fet que per ser C coprimer amb a i Cy coprimer amb b, al ser C' solucié del
sistema C' també és coprimer amb a i amb b, aleshores amb ab, amb la qual cosa med(C, ab) = 1.
Definim aleshores f(C},Cy) = C.

Vegem que f és injectiva: si f(C1,Cy) = C = f(C5,Cy) = C; = C = C3 (mod a) i
Cy=C=Cy (mod b), don C, = C3 € (Z/aZ)* i Cy = Cy € (Z/bZ)*, ¢és a dir, f és injectiva.

Vegem que f és exhaustiva: donat C' € (Z/abZ)*, considerem C; la corresponent classe
residual modul a i Cy la corresponent classe modul b. Aixi, es té que C = C; (mod a) i C = Cy
(mod b), aleshores, med(C}, a) = med(Cy,b) = 1, és a dir, C; € (Z/aZ)* i Cy € (Z/VZ)*. Per
tant, f és exhaustiva.
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4.6 Congrueéncies lineals

Com f és una funcio bijectiva del producte (Z/aZ)* x (Z/bZ)* en (Z/abZ)*, concloem que
és certa, amb la qual cosa queda provat que p(ab) = ¢(a) - ¢(b). Sabem que p(p") és
el cardinal del conjunt U, = {a ‘ 1 <a<p,med(a,p’) = 1}. Com p és primer, la condici6
med(a, p”) = 1 equival a med(a, p) = 1 que, al seu torn, equival que a no és multiple de p. Com
hi ha un miltiple de p cada p enters consecutius, la quantitat de multiples de p en l'interval
[1,p7] és % = p"~!. Aleshores,

Uyl =p" —p" " =p""'(p—1). (4.5.5)
Es pot consultar la demostracié de |Gra98, pag. 136-1.7|, més breu. [ ]

Corol-lari 4.5.8. Sin > 1, ambn = [[_, p;’ es té que

o) =n-T] piz; L (4.5.6)

Corol-lari 4.5.9. Per a tot nombre n € Z,n > 3, el nombre ¢(n) és parell.

Proposicié 4.5.10. Sigui N > 1,N € Z. Se satisfa 3,y ¢(d) = N, on la suma s’estén a tots
els divisors d d’N tals que 1 < d < N.

4.6
TEOREMA DE WILSON

Teorema 4.6.1 (Teorema de Wilson). Sigui p un nombre primer. Aleshores, es té
(p—1!=-1 (mod p). (4.6.1)

Demostracio. Si p = 2, la congruéncia 1 = —1 (mod 2) prova el teorema. Sigui p un primer
senar. Com p és un nombre primer, tenint en compte que les classes invertibles modul p sén
totes les classes diferents de les del 0: hem d’agafar representants en 'interval [1,p] per a les
classes i obtenim els representants de les classes invertibles: 1,2,...,p — 1. Precisament pel fet
de ser invertibles, aixo implica que per a tot i € {1,2,...,p— 1} existeix j en el mateix conjunt
tal que ij =1 (mod p).

Abans de procedir a emparellar a cada element amb el seu invers, hem d’aillar el cas ¢ = j:
hem de trobar aquells i tals que i> = 1 (mod p). Notem que aquesta equacié té dues solucions
trivials: 12 =1 (mod p) = (—=1)> =1 (mod p). Vegem que no posseeix més solucions.

Sigui z tal que 22 = 1 (mod p). Aleshores, 2> — 1 =0 (mod p) = (z+ 1)(x —1) =0
(mod p). Equivalentment, p divideix el producte (x + 1)(z — 1). Per LFA, deduim que p | z + 1
obép|xz—1. Pertant,rt =—-1=p—1 (mod p) o bé x =1 (mod p). Tenim que les tniques
i€{l1,2,...,p— 1} que compleixen > =1 (mod p) sén 1ip— 1.

Sabem, per tant, que els elements de {1,2,...,p— 1} posseeixen un invers modul p en aquest
mateix conjunt, i que solament 1 i p — 1 sén inversos de si mateixos. Per tant, al fer el producte
1:2---+-(p—1) = (p—1)! en modul p, tots els elements s’emparellen en parelles d’inversos
ij=1 (mod p),don (p—1)=1-(p—1)=—1 (mod p). |
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Ordre 4.8.2

4.7
TEOREMA DE LAGRANGE

Teorema 4.7.1. Sigui F(x) polinomi a coeficients enters de grau d > 0. Sigui p un nombre
primer. Suposem que no tots els coeficients de f son divisibles per p. El nombre de classes de
congruéncia modul p que son solucid de la congruéncia F(z) =0 (mod p) és menor o igual a d.

Demostracio. Apliquem induccié en d. Sid = 1, ja hem vist que una congruéncia lineal ax+b = 0
(mod p) té com a maxim una solucié modul p (de fet si a no és divisible per p, té una sola solucio,
isia és divisible per p, la hipotesi implica que b no ho és, i per tant la congruéncia no té solucio).

Sigui F' de grau d > 1 i considerem F'(x) =0 (mod p). Sino hi hagués cap soluci6 el resultat
quedaria provat. Suposem, per tant, que existeix zg tal que F(xg) =0 (mod p). Si fem la divisio
de polinomis de F(z) entre (x — xy) obtenim:

F(z) = G(z)(x — x) + 1, (4.7.1)

amb gr(G(z)) = d—11r constant. Avaluant en zy ambdos membres, obtenim F'(zg) = r, i com
F(z9) = 0 (mod p) concloem que r = 0 (mod p). Per tant, ens queda F(z) = G(x)(z — o)
(mod p).

Es evident que la hipotesi que ni tots els coeficients de F' son divisibles per p també I’ha de
complir GG. Per hipotesi d’induccid, sabem que G posseeix, com a molt, d — 1 arrels modul p.
Sigui yp una soluci6 de F(yo) = 0 (mod p). Com F(z) = G(z)(x — xo) (mod p), avaluant en
Yo obtenim F'(yo) = G(yo)(yo — 20) = 0 (mod p), la qual cosa equival a p | G(yo)(yo — xo). Per
LFA, deduim que p ha de dividir algun dels dos factors:

Pl Glyo) Vp| (yo—10) < Gy) =0 (mod p)Vyo=ze (mod p). (4.7.2)

Amb la qual cosa, la classe de congruéncia de yo ha de ser una de les < d — 1 classes que sén
arrels modul p de G(z) o bé la classe de la soluci6 inicial zy. Per tant, concloem que hi ha com
a maxim d classes de congruéncia que son arrels modul p de F(z). |

4.8
APUNTS FINALS

ORDRE

El teorema d’Euler té com a conseqiiéncies immediates que per a tot nombre enter N > 2 i tot
element b € (Z/NZ)* existeix un exponent m > 1 tal que ™ = 1, i que el menor exponent
m per al qual se satisfa aquesta igualtat per a tots els elements b € (Z/NZ)* també satisfa la
desigualtat m < p(N) |[Gra9g].

Definici6 4.8.1 (Ordre). Sigui m > 11 a coprimer amb m. Anomenem ordre d’a modul m al
menor enter positiu e tal que a® =1 (mod m).

Observacio6 4.8.2. L’ordre d’a modul m solament depén de la classe de congruéncia d’a modul
m, i solament es defineix per a les classes invertibles modul m.
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4.8.2 Congrueéncies lineals

Observaci6é 4.8.3. Sabem pel teorema d’Euler que, com mcd(a,m) = 1, es té a¥™ = 1
(mod m). Per tant, 'ordre d’a modul m existeix i es menor o igual que @(m).

Lema 4.8.4 (e | ¢(m)). Sigui a enter amb med(a, m) =1 i sigui e l'ordre d’a modul m. Sigui
k Uenter positiu tal que a* =1 (mod m). Aleshores, e | k. En particular, es té que e | p(m).

Demostracio. Es té 0 < e < k. Si apliquem divisi6 entera, obtenim que k = eq+1r, amb ¢q,r € Z
i0<r<e Coma*=1 (modm) = a* =1 (mod m). Aleshores a" =a"-1=da"-a =
a™te =a* =1 (mod m).

Es a dir, a” =1 (mod m). D’aqui, per ser 0 < r < e, de la minimalitat d’e es dedueix que
r = 0. Amb la qual cosa, e | k. Com pel teorema d’Euclides sabem que a?m =1 (mod m),
concloem que e | p(m). |

Corol-lari 4.8.5. Si mcd(a,m) =1 i e és lordre d’a modul m, i es té que a® = a* (mod m),
aleshores s =t (mod e).

Demostracio. Per al cas s > t: com med(a,m) = 1, es dedueix que med(a’,m) = 1, podem
aplicar la cancel-lativa i obtenir a®* =1 (mod m). El lema previ implica, per tant, que e | s —t,
i tal cosa equival a s =t (mod e). |

Proposicié 4.8.6. L’ordre de qualsevol element d’un grup finit divideix [’ordre del grup.

Lema 4.8.7. Siguin N > 2,N € Z i b € (Z/NZ)* un element qualsevol i m [’ordre de b en

(Z/NZ)*. Per a tot k € Zq, lordre de b* és med (o) -

_m
mcd(k,m)

és un nombre enter, el nombre kn és un multiple de

Demostracio. Siguin d Vordre de b* i n := ; cal veure que n = d. Observem, en primer

lloc, que kn = m; com que

_k _k
med(k,m) mcd(k,m)
m i, en conseqiiéncia, (b¥)" = b*" = 1. Per tant, 'ordre de b* és un divisor de n. Reciprocament,

com que b% = 1, obtenim que dk és multiple d’m; en dividir per mcd(k,m) obtenim que n
divideix el producte dm; i, com que mcd (n, m> = 1, ha de ser n | d. Les dues
relacions de divisibilitat d | n i n | d ens ensenyen que n = d, com voliem demostrar. [ |

Observacio 4.8.8. Aquest lema anterior se satisfa per a elements d’un grup finit qualsevol; és
a dir, si b € G és un element d’ordre m d’un grup finit G, 'ordre de I’element b* és m, per
a tot nombre enter k. La demostracio és idéntica a la que hem fet per al cas G = (Z/NZ)*.

ALGORISME BINARI D’EXPONENCIACIO

Algorisme 4.8.9 (Algorisme binari d’exponenciacié). Donats enters a,b,m > 2, i b = b2* +
bp128 o 0124 by €s Uexpressio de b en base 2. Volem calcular a® (mod m). L’algorisme
és el segiient:

1. Posem x = 1.

2. St és b= 0, escriure x i acabar.

3. Si b és senar, fer v = za (mod m).

/. Ferb=[%] i assignar a = a® (mod m). Tornar al segon pas.
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Capitol 5
Arrels primitives

5.1
NOMBRES COMPLEXOS: PROPIETATS BASIQUES

Si R denota el cos dels nombres reals, sabem que per a tot € R es té que 22 > 0. Aixi doncs,
I'equacié 22 + 1 = 0 no té solucions en R, és a dir, en R no existeix v/—1. Creem el cos C dels
nombres complexos, que contindra el cos dels R, en qué existird un nombre i tal que i = —1.

Anomenarem C al conjunt de les expressions de la forma a + bi,a,b € R, on a + bi =
a+bi < a=d,b=1", dotada d'una extensié6 de les operacions usuals de R: suma,
producte, resta i divisié per un element no nul, sent els elements 0 i 1 els neutres per a la suma
i el producte, respectivament.

Proposicié 5.1.1. Definim:

R*=R xR ={(a,b) | a,b € R}, (5.1.1)
amb la suma
(a,b) + (a',0) = (a+d, b+ 1) (5.1.2)
1 un producte per escalars
c(a,b) = (ca,cbh), (5.1.3)

on ¢ € R i R? és espai vectorial amb aquestes operacions. Aleshores, la suma €s associativa;
commutativa; amb element neutre, el (0,0); amb element oposat, (—a, —b).

Proposicio 5.1.2. També definim el producte com
(a,b) - (a',0') = (ad’ — b, ab’ + ba'). (5.1.4)

Aleshores el producte és associatiu; commutatiu; amb element neutre, el (1,0); la distributivitat

. , a b .
respecte la suma; element invers: (a + bi) - ( TR z) =1.
a? — a? —

Ara considerem (a,b) = a + bi. A partir d’aqui, tenim la redefinicié de les operacions de
suma i producte segiient:

Propietat 5.1.3.
1. Suma: (a+bi) + (c+di) = (a+c¢) + (b+ d)i. La resta seria analoga.
2. Multiplicacid: (a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi*> = (ac — bd) + (ad + be)i.

Observacié 5.1.4. Aleshores, I'invers de la fraccio d’inversos 4% és

ac+bd bc—ad
c+di +

2+d? 21d?"
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5.1.1 Arrels primitives

Definicié 5.1.5. Per tot aixo, C dotat de totes les operacions anteriors és un cos tal que
Q Cc R C C: el cos dels nombres complexos.

Definicié 5.1.6. A l'expressi6 a+bi se ’'anomena forma binomica del nombre complex z = a+bi

Per tal de calcular I'invers, es calcula com a cas particular per a la divisi6, en la qual es
multiplica pel conjugat, de la segiient manera:

Z_1_1_12 a—bi a b ;
oz 27 a?4b? a?+b2 a2+

(5.1.5)

MODUL I ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEX: FORMA POLAR

Com hem fet abans, en la forma polar cal utilitzar que a + bi = (a,b) € R?: leix de les z
correspon a la part real i el de les y, a la part imaginaria. Per tant, hem passat de la recta real
al pla complex.

i ¢
+3i |

Figura 5.1: Representacié de tres nombres complexos.

Definici6 5.1.7 (Modul). Si P = (a,b) € R? és el punt corresponent a z = a + bi, el modul de
z, que anomenarem |z| és la longitud del segment OP, on O = (0,0). Pel teorema de Pitagores,

|z| = Va? + b2 (5.1.6)
Observacié 5.1.8. Observem que |z| > 01 que |z| =0 <= z = 0. També tenim la igualtat
z-Z=(a+bi)(a—b)=a’+b =22

tenim que

Definici6 5.1.9 (Argument). Si P = (a,b) és el punt que representa a z = a + b i 'argument
de z és ’angle que formen el semieix positiu de les x amb el vector OP. Esta ben definit excepte

per a z = 0. Si anomenem « a l’argument es té que tana = g — « = arctan g S

Definici6 5.1.10 (Complex en forma binomica). Siz=a+bi i |z| és el modul de z i « el seu
argument (suposem z # 0) diem que |z|, @ son la forma polar del nombre complex z. Es a dir,
la forma polar de z = a + bi ve donada per les coordenades pilars del punt P = (a, b).

Notaci6é 5.1.11. Denotem 7, el nombre complex de modul » > 0 i argument «. Noti’s que
sempre es pot reduir a tal que compleixi 0 < o < 2.

Definici6é 5.1.12 (Forma polar i forma bindmica). Si un complex z té forma polar r, veiem
que la seva forma binomica és a =r-cosaib=r-sina.
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Arrels de la unitat 5.1.14

Operacions en forma polar

Siguin z; =1y, 122 =72,,:
1. Producte: z; - 29 = (7"1 '7’2)a1+a2>
2. Quocient (zy # 0): o= (2 ) a1—as-

T2

D’aqui es dedueix la formula per a la poténcia d’'un nombre complex en forma polar:

Z2=r, = 2" =71, (5.1.7)

FORMULA D’EULER
Teorema 5.1.13 (Férmula d’Euler). Es compleix que
€™ = cos o + i sin . (5.1.8)

Demostracio. Considerem diverses séries de Taylor

o xn
oy
n=0
. B o (_1)nx2n+1 B .233 .CES
B o (_1)nx2n B I‘Q 1'4
Cosx_; ey T’
Operem les diferents séries per veure que
o e (ia)” m i o idd N ot N
el — - e S S B S T
—~ n! 2! 3! 4!
a? ot o a8 i i’ id® 51.10
:1_§+E_a+§+“.+ﬂ_§+ﬁ+“.: ( )
fa o _
=cosa+1 ﬂ—g—i—g—l--“ = cos« + s .
|
Teorema 5.1.14 (Identitat d’Euler). Es compleiz que
e+ 1=0. (5.1.11)
Demostracio. Es un cas particular per a a = 7. ]

5.2
ARRELS DE LA UNITAT

A partir d’aquesta formula podem determinar les arrels n-ésimes de la unitat, és a dir, els z € C
tals que 2" = 1:

ok
o=l = r=1lina=2kmk€Z < r=1lia=—ke{0,1,....n—1}. (5.2.1)
n
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5.8 Arrels primitives

Definicié 5.2.1 (Arrels n-ésimes de la unitat). Per tant, les arrels n-ésimes de la unitat son
complexos 2o, ..., z,—1 amb forma polar z = logr/n, k € {0,1,...,n —1}. Per tant, expressades

2k 2k
2 = COS (—ﬂ> + sin (—W) i (5.2.2)
n n

Vegem de quins polinomis a coeficients en Z soén arrels n-ésimes de la unitat. Clarament, si

en forma binomica sé6n

(¢ és arrel n-ésima de la unitat, és arrel de ™ —1 = 0. Amb la qual cosa, si n > 1 també és arrel

de “;n__ll =" 14+ 2" 24+ ...+ 2+ 1. En general aquest polinomi no és irreductible, pero per al

cas n = p, amb p primer, es pot comprovar que si ho és.

Definici6é 5.2.2 (Arrel n-ésima primitiva (). Aix{ doncs, per a n > 1 diem que ( és arrel n-
ésima primitiva de la unitat si es compleix que (" = 1 i n és el minim exponent positiu amb
aquesta propietat.

Observacio 5.2.3. Per al cas n = p, p primer, es pot veure que si es compleix (P =11 ( # 1,
aleshores ( és arrel p-ésima primitiva de la unitat. També, el conjunt de totes les arrels p-ésimes
és C, (%, ..., (P T itotes elles son arrels del polinomi irreductible 2P~ 4+2P=2+4- . -+ x+1. Aquestes
arrels primitives de la unitat sén, en forma polar:

2o =lome, ke {1,2,....,p—1}. (5.2.3)

En el cas d'un n > 1 arbitrari, pot veure’s que hi ha exactament ¢(n) arrels n-ésimes primitives
de la unitat, les quals son, en forma polar, zx = lame, k € {1,2,...,p — 1}, med(k,n) = 1.

5.3
ARREL n-ESIMA D’UN NOMBRE COMPLEX

Donat qualsevol z € C usant la formula per a les poténcies d’'un complexe, podem calcular les
arrels n-ésimes de z tal i com vam fer per la unitat, en 'apartat anterior.

. 9 N /A / 4 / n/— .

w és Varrel n-¢sima de z, ambw =71, iz=r, = w" = (rl,)"=r" =r, = 1 = ri

o = ij”, k €{0,...,n—1}. La dltima igualtat prové d’identificar dos angles que difereixen
en un multiple de 27, d’on o ha de complir

na' = o+ 2kn. (5.3.1)

Proposicié 5.3.1 (Formula de De Moivre). Per a les arrels n-ésimes d’un nombre complex
z=r(cosa +isina):

a—i—2k7r> . <a+2k7r
+sin (| ——

vz = v/r(cos (T )), ke{0,1,...,n—1}. (5.3.2)

n

Corol-lari 5.3.2. D’aqui es desprén que per a tot z # 0,z € C, z posseeix exactament n arrels
n-esimes en C. En particular, el polinomi x™ — z = 0 descomposa totalment (és a dir, en factors
de grau 1) sobre C.
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Arrels primitives: Propietats basiques 5.4.5

Teorema 5.3.3 (Teorema fonamental de I’Algebra). Si P(x) € C[z] és un polinomi de grau
n > 0, ezisteizen o, ..., a, € C arrels de P(x) amb multiplicitats eq, . .. e, tals que e;+--- e, =
n, és a dir, que P(x) es descomposa totalment en C:

Px)=A(x — o) (x —a,)“. (5.3.3)

Observacié 5.3.4. L’enunciat analeg és fals en Q[z] o en R[z|, com es veu en l'exemple del
polinomi 22 + 1, que és irreductible en ambdos cossos.

Si el polinomi té coeficients enters, si tingués arrels racionals aquestes es podrien trobar
examinant un conjunt finit de candidats.

Proposicio 5.3.5 (Criteri de Gauss). Sigui P(x) un polinomi amb coeficients en 7Z

P(z) = apz™ + ap 12" + ...+ a17 + ag, gr(P(x)) > 0. (5.3.4)

Sia € Q fos arrel de P(x), escrita com a o = %, amb u,v € Z,mcd(u,v) = 1, aleshores

ulag Av | ay,.

5.4
ARRELS PRIMITIVES: PROPIETATS BASIQUES

Definicié 5.4.1. Si a és un enter amb mcd(a, m) = 1 i lordre d’a modul m és igual a p(m)
diem que a és arrel primitiva modul m.

Observacio 5.4.2. No és cert que per a calcular qualsevol modul m existeixen arrels primitives.
Per exemple, si m = 8 no hi ha arrels primitives: tota classe a invertible modul 8 compleix a? = 1
(mod 8) i per tant té ordre 1 o 2, amb la qual cosa no existeixen elements d’ordre p(8) = 4.

Teorema 5.4.3. Sigui m un modul i sigui a una arrel primitiva modul m. Aleshores els elements

del conjunt S = {a,a?,...,a? ™} recorren les classes residuals invertibles modul m.
Demostracio. Com med(a,m) = 1 també med(a’,m) = 1 per a tot i = 1,2,...,¢(m), amb la
qual cosa tots els elements d’S = {a,a?,...,a¥™} corresponen a classes invertibles modul m.

Com la quantitat de classes invertibles modul m és p(m), és suficient amb provar que tots els
elements cauen en classes residuals diferents.

Per hipotesi, 'ordre d’a modul m és ¢(m), per la qual cosa si suposem que a’ = a/ (mod m)
concloem que i = j (mod ¢(m)), amb la qual cosa i = j, doncs ambdos valors estan en l'in-
terval [1, p(m)]. Aixo prova que els elements d’S cauen tots en classes residuals diferents i, en
conseqliéncia, recorren totes les classes ¢(m) classes residuals invertibles modul m. |

Provem ara 'afirmacio6 reciproca:

Proposicié 5.4.4. Siguim un modul i a coprimer ambm tal que els elements d’S = {a,a?,...,a?"™}
recorren totes les classes residuals invertibles modul m. Aleshores, a €s arrel primitiva modul m.

Observacio 5.4.5. La conclusi6 dels dos resultats previs és que l'existéncia d’'una arrel primi-
tiva modul m és equivalent a l’existéncia d’una classe invertible modul m les poténcies del qual
generen tot (Z/mZ)*.
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5.4 Arrels primitives

Provarem molts casos de la segiient equivaléncia: existeizen arrels primitives modul m <=
m=1,2,4,p" o 2p", amb p primer imparell.

Lema 5.4.6. Sin > 1 es té que

n=>Y (d). (5.4.1)

dn

Demostracio. Considerem Z/nZ el conjunt de totes les classes residuals modul n, el qual té n
elements. Partirem el conjunt d’acord al valor de med(z,n) per a  un representant de cada
classe residual (ho podem fer perqué el med en la classe no depén del representant clarament),
el qual agafem en l'interval 1 < x < n.

Tenim que med(z, n) | n, ara si considerem per a cada element a que divideix a n el conjunt

R, ={Z € Z/nZ | mcd(z,n) = a}. (5.4.2)

Es té que Z/nZ queda partit en aquest conjunt R, on a recorre els divisors d'n. Per tant es té
que
Z/nZ = [ [ R (5.4.3)
aln
on | [ denota uni6 disjunta de conjunts. Per tant, n (el cardinal de Z/nZ) és igual a la suma dels
cardinals dels conjunts R, quan a recorre als divisors d’'n. Ens queda per determinar el cardinal
d’aquests conjunts R,.

Sia|nize{l,2,...,n}, = tal que compleix = € R, =— mcd(z,n) = a, amb la qual
cosa podem escriure x = ia,n = a’a, amb 0 < i < a’ (que equival a 0 < x < n) i med(i,a’) = 1
(aquesta condicié equival a med(z,n) = a).

Per tant, hi ha tants elements en R, com enters i tals que 0 < ¢ < a’,med(i',a) = 1. En
conseqiiencia, hi ha ¢(a’) elements en R, on a’ = 2. Doncs,

n=(Z/nZ)| =Y |R,| :ZM%). (5.4.4)

aln aln

Aquest sumatori és sobre tots els divisors a d'n. De fet, quan a recorre tots els divisors d'n, =

també recorre tots els divisors d’n, aixi que concloem

n= Z o(d). (5.4.5)

dn
|

Per a provar el segiient lema, recordem el petit teorema de Fermat. En el fons, aquest
teorema estableix que si p és primer la congruéncia de grau p — 1 2P~! = 1 (mod p) posseeix
p — 1 solucions (totes les classes modul p diferents de la del 0).

Recordem també que gracies al teorema de Lagrange sabem que si F'(z) és un polinomi a
coeficients enters de grau & > 0 (i tal que la seva reduccio ens dona)

Lema 5.4.7. Sip és primer ¢ d > 0 és un divisor de p — 1 la congruencia
z?=1 (mod p) (5.4.6)

té exactament d solucions.
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Arrels primitives: Propietats basiques 5.4.9

Demostracio. Per a comencgar, sabem gracies al teorema de Lagrange que no pot tenir més de d
solucions. Com p — 1 = kd, es té la factoritzacio

P 1= 1= (2"-1)-Q(z), (5.4.7)

on Q(x) és un polinomi a coeficients enters, de grau p—1—d. Per tal de veure-ho més facil, podem
pensar o = 2. De fet, fixem-nos que hem dividit el conjunt de solucions en dues "bosses", on
a priori no sabem quantes hi ha en cada lloc.

Com ja hem esmentat anteriorment, sabem gracies al teorema de Fermat que la congruéncia
P71 =0 (mod p) posseeix p — 1 solucions. Per , si r és solucid d’aquesta congruéncia, o
bé 7 és solucié de ¢ — 1 = 0 (mod p), o bé ho és de Q(z) = 0 (mod p). Aqui hem usat LFA,
ja que p és primer: si p divideix un producte, ha de dividir algun dels factors. Aleshores, si r és
arrel modul p del polinomi producte, també ho sera d’algun dels polinomis que es multipliquen.

Per tant, de les p — 1 solucions de zP~! = 0 (mod p), totes les que no siguin solucié de
¥ —1=0 (mod p) han de ser solucié de la congruéncia de grau p — 1 —d: Q(z) =0 (mod p),
aleshores tenim per Lagrange que hi ha un maxim de p — 1 — d d’elles.

Tenim, per tant, un conjunt de p — 1 classes modul p de les quals un maxim de p— 1 —d no

d —

resolen la congruéncia x (mod p) i, en conseqiiéncia, hi haura un minim de d d’aquestes

classes modul p que si resolen aquesta congruéncia. [ |

Teorema 5.4.8. Sip és primer i d > 0 és divisor de p — 1, de les d classes modul p que son
solucio de
=1 (mod p), (5.4.8)

hi ha exactament o(d) d’elles que tenen ordre d modul p. En particular, hi ha o(p — 1) classes
invertibles modul p que tenen ordre p — 1 modul p, és a dir, que son arrels primitives modul p.

Observacio 5.4.9. El teorema implica, en particular, que existeixen arrels primitives modul p
per a tot p primer.

Demostracio. Sigui r un element d’'una classe invertible modul p, d’ordre d’d. En particular,
és solucio de la congruéncia ¢ — 1 = 0 (mod p). Aixi doncs, la quantitat de classes que séon
soluci6é de 22 —1 =0 (mod p) i tenen ordre d és igual a la quantitat de classes invertibles modul
p d’ordre d. Per a cada d divisor de p — 1 anomenarem W(d) a aquesta quantitat.

Sabem que tot element en {1,2,...,p — 1} té per ordre modul p a un divisor de p — 1, d’on
> W) =p-1. (5.4.9)
dlp—1

En altres paraules, la igualtat anterior surt de partir el conjunt de les classes invertibles modul
p en subconjunts d’acord a I'ordre modul p dels seus elements.

Per altra banda, vam veure en que es té n =3, ¢(d). D’aqui, p—1=73,  ¢(d).
Per tant, el nostre objectiu sera provar que per a tot d | p — 1 es té que ¥(d) < ¢(d), ja que
aleshores p —1=3%_, W(d) <>, ,¢(d)=p—1, don obtindriem

U(d) = ¢(d). (5.4.10)

Es a dir, la quantitat de solucions 2 —1 = 0 (mod p) que tenen ordre d és o(d), tal i com volem
provar. Sense més dilacio, provem que ¥(d) < ¢(d) per a tot d | p— 1.
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5.4 Arrels primitives

Sigui d un divisor de p — 1 i sigui f € {1,2,...,p — 1} d’ordre d modul p. Si no existis
un tal f, aleshores ¥(d) = 0 < o(d) i ja haurfem acabat. Considerem d els nombres f, = f",
amb exponent h € {0,1,...,d —1}. Tenim f¢ =1 (mod p) = f" =1 (mod p) = els d
nombres f;, amb h € {0,1,...,d—1} sén tots solucié de Y =1 (mod p). A més, son dos a dos no
congruents modul p, ja quesi h > A i f, = f (mod p) = P = f" (mod p) = " =1
(mod p)icom 0 < h—h' < d—11 f téordre d concloem que h = h’. Després, com la congruéncia
¥ =1 (mod p) té d solucions modul p, vegem que els nombres f, recorren, sense repetir, totes
les classes modul p que sén solucié d’aquesta congruéncia.

En particular, tota la classe d’ordre d esta representada per algun f,. A més, és facil veure
que si f té ordre d modul p, aleshores f;, té ordre menor o igual que m modul p. D’aqui
es dedueix que si f, també té ordre d, aleshores med(d, h) = 1. Servint-nos que tota la classe
d’ordre d esta representada per algun f,, concloem que la quantitat de classes modul p d’ordre
d és, com a molt, la quantitat de classes coprimeres amb d, és a dir,

U(d) < ¢(d), (5.4.11)
per a tot d | p— 1, tal i com necessitavem demostrar. ]

Corol-lari 5.4.10. Per a tot p primer existeixen arrels primitives modul p.

Exemple 5.4.11.

1. Sim=4,p(4) =213 té ordre 2 modul 4, tenim que 3 és arrel primitiva modul 4.
2. Sim = 8,p(8) =4, les 4 classes invertibles modul 8 tenen ordre 1 o 2, ja que:

’=3=5=7"=1 (mod 8), (5.4.12)
aixi que no existeixen arrels primitives modul 8.
Sir > 3 vegem que no existeixen arrels primitives modul 2" usant el segiient lema:

Lema 5.4.12. Si l'equacid x> =1 (mod m) posseeiz més de dues solucions, aleshores no exis-
tewxen arrels primitives modul m.

Demostracio. Ho demostrarem pel contrarreciproc. Suposem que existeixen arrels primitives
modul m i sigui a una tal arrel. Aixo significa que 'ordre a modul m és p(m), i ja vam veure
que en aquest cas es té que el conjunt {a,a?, ..., a?™} recorre les ¢(m), totes, classes invertibles
modul m.
Donat w | w? =1 (mod m), es t¢ un r € {1,2,...,¢(m)} tal que w = a” (mod m). Elevant
al quadrat, tenim que
a® =1 (mod m), (5.4.13)

i com a té ordre ¢(m) = ¢(m) | 2r. Tenint en compte que r € {1,2,...,p(m)}, és evident
que 7 = @(m) o bé, si p(m) és parell, també podem considerar r = ¢(m)/2, que equival a m > 2.

2 —

Per tant, un w que és soluci6 de x (mod m) ha de complir w = a" (mod m) per

ar = @(m)or = p(m)/2, amb la qual cosa solament hi ha, com a maxim, dues solucions
d’aquesta congruéncia quadratica, contradient la hipotesi del lema, tal i com voliem veure. M

Corol-lari 5.4.13. Sir > 3 im = 2" no emisteizen arrels primitives modul m.
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Arrels primitives: Propietats basiques 5.4.16

Demostracio. Pel lema previ, tenim prou amb provar que hi ha més de dues solucions per a
2?2 =1 (mod 27). D’una banda, tenim les solucions trivials 1,2" — 1. Per una altra, com

2—-1=0 (mod?2") < (v+1)(x—1)=0 (mod2"). (5.4.14)

Per a qualsevol z senar que s’esculli, com 2 | z + 1, hi haura prou amb qué es tingui 2" | 2 — 1
per tal que serveixi. Per tant, podem agafar, per exemple, z = 2"~! + 1 com a soluci6 de la
congruéncia quadratica. Es facil veure que per a tot r > 3 aquest z compleix 1 < z < 2" — 1,
aixi que podem concloure que hi ha tres solucions (com a minim) per a la congruéncia z? = 1
(mod 27). [

Corol-lari 5.4.14. Sip 1 q son dos primers imparells diferents © m = pq, no existeixen arrels
primaitives modul m.

Demostracio. Aplicant novament el lema hi ha prou amb demostrar que hi ha més de

2 —

dos solucions z (mod m). Aquesta congruéncia equival a

(x4 1)(x—1)
(x+ 1) (z—1)

(mod p)

0
(x+1D(x—1)=0 (mod pq) <~ 0 (mod q)

(5.4.15)

que equival a
r==+1 (mod p)
r=41 (mod q)

Agafant ambdos signes en cada congruéncia obtenim, en total, 4 sistemes de congruéncies lineals,

(5.4.16)

on cadascun d’ells posseeix una soluci6 tnica modul pg segons TXR. Per tant, hi ha almenys 4
solucions de #2 = 1 (mod m), d’on per [5.4.12| deduim que no existeixen arrels primitives modul
m. |

Proposicié 5.4.15. Sip és un primer imparell © m = 2p existeiven arrels primitives modul p.

Demostracio. Comencem per calcular p(m) = ¢(2p) = ¢(2)p(p) = p — 1. Busquem, aleshores,
un element d’ordre p — 1 modul m.

Sigui a una arrel primitiva modul p. Com també a + p és arrel primitiva modul p i algun
d’aquests dos nombres és senar, deduim que existeix un nombre b en linterval [1,2p] que és
imparell i és arrel primitiva modul p. Clarament, aquest b és coprimer amb m = 2p i pel
teorema d’Euler es compleix

b?) =L =1 (mod p). (5.4.17)

A més, com b és arrel primitiva modul p, té ordre p — 1 modul p. Aleshores, si 1 <e <p—1:
b¥*#1 (modp) = b°#1 (mod 2p). (5.4.18)

Per tant, 'ordre de b modul m = 2p és p — 1 = ¢(m).

A més de tots els resultats anteriors, també es pot veure que si p és un primer imparell i r > 0
aleshores existeixen arrels primitives modul p”, és a dir, classes invertibles modul p”, 'ordre de
les quals ¢(p") = (p — 1)p"~!. Aquest resultat solament I’hem provat sol en el cas r = 1. Per a
la resta de casos 1,2,4,p",2 - p", la demostracié queda fora de ’abast del nostre nivell. [ |

Corol-lari 5.4.16 (Criteri, arrels primitives). Com a conseqiiéncia de 'anterior demostracid,
obtenim el criteri segiient: existeixen arrels primitives modul m > 0 si, © només si, m €s igual a
1,2,4,p",2-p", onr > 1, on p és un primer imparell.
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5.5.2 Arrels primitives

5.5
CONGRUENCIES QUADRATIQUES

INTRODUCCIO

Ja sabem que una congruéncia polinomica de la forma f(x) = 0 (mod p), on p és un nombre
primer i f(X) és un polinomi de coeficients enters i grau d, no pot tenir més de d solucions.
Considerem un polinomi f(X) := aX?2+bX +c¢;a,b,c € Z,a # 0 i un nombre primer p. Si p | a,
la congruéncia f(z) = 0 (mod p) no és res més que la congruéncia lineal bx + ¢ (mod p). Es
tracta, doncs, de calcular les solucions z € Z de les congruéncies de la forma az? + bx +c¢ =0
(mod p), on a,b,c € Z, p primer i p t a.

Proposicié 5.5.1. Siguin a,b,c € Z i p un nombre primer senar que no divideir a. La congru-
encia az? + br + ¢ =0 (mod p) té solucions si, i només si, en té la congruéncia y* = b* — dac
(mod p). A més, les solucions de les dues estan relacionades per la congruéncia y = 2ax + b
(mod p).

Sigui p primer. Per a cada enter a no divisible per p plantegem la congruéncia quadratica

> =a (mod p). (5.5.1)

Observacio6 5.5.2.
e En el cas que a és divisible per p, és a dir, a = 0 (mod p), aquesta congruéncia té la solucio
trivial z =0 (mod p).
e El problema solament depén de la classe de congruéncia d’a modul p.

Definicié 5.5.3 (Residu quadratic). Si existeix solucio de 'equacio (5.5.1]), diem que a és un
restdu quadratic modul p. En cas contrari, diem que a és un no-residu quadratic modul p.

CONGRUENCIES POLINOMIQUES

Proposicié 5.5.4. Sigui f(X) := ag + a1 X + -+ + a, X" € Z[z] un polinomi de coeficients
enters ag, . ..,a,. Stguin p un nombre natural primer v v > 1 un nombre enter. Suposem que
x € Z és un nombre enter tal que f(x) =0 (mod p¥). Llavors, la quantitat de nombres enters
y tals que 0 <y < p"™y <z (mod p*) i f(y) =0 (mod p*t) és donat per:

1, sif'(x)#0 (mod p)

0, sif(x)=0 (modp)if(z)#

p,  sif'(x)=0 (modp) i f(x)=
on f'(X) és el polinomi derivat del polinomi f(X).

0 (mod p*t);i (5.5.2)
0 (mod p”Tt),

A més, les solucions y (mod p*™') de la congruéncia f(X) =0 (mod p**') tals que y = x
(mod p¥) es calculen de la manera segiient:
1.8 f'(x) £ 0 (mod p) ésy:=x+ Ap¥, on A és l"unica solucid modul p de la congruéncia
lineal, \f'(z) + % =0 (mod p).
2. 8 f'(x) =0 (mod p), es mira si f(x) =0 (mod p*); si la congruéncia no se satisfa, no
hi ha solucions y tals que y = x (mod p¥); i si se satisfa, les solucions y cercades son els
p nombres y :=x + Ap”, per a 0 < XA < p—1.
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Simbol de Legendre 5.5.7

EULER

Proposicio 5.5.5. Sigui p un primer imparell. De les p— 1 classes residuals modul p diferents
de la del 0, B=* son residus quadratics. En particular, si o és una arrel primitiva modul p i, per

2
tant, o, ..., a1 recorren les p — 1 classes invertibles modul p, es té que o és residu quadratic

modul p si, 1 només si, k €s parell.

Demostracio. Si k és parell, és a dir, k = 2w, es té que of = (a¥)? és un quadrat, aix{ que la

E— .2 k

congruéncia z® (mod p) té la solucié x = av, és a dir, a” és residu quadratic modul p.

De totes maneres, hem obtingut que 5=

doncs hi ha ”T_l nombres parells en U'interval [1,p — 1].

classes residuals modul p que sén residus quadratics,

Com ja tenim 1%1 residus quadratics, queda sol per veure que el nombre de classes invertibles

corresponents a residus quadratics és exactament p%l. Aixo provara que, en particular, of és
residu quadratic solament quan k és parell.
Si B és solucié de la congruéncia y 2 = 1 (mod p). Pel teorema de Lagrange, aquesta

.« . , -1 . .

congruéncia no pot tenir més de 7= solucions, amb la qual concloem que no pot haver-hi més
-1 . L.

de 7%= residus quadratics. [ |

Proposicié 5.5.6 (Criteri d’Euler). Sigui p un primer imparell i a un enter no divisible per p.
Aleshores:

(5.5.3)

p—1 |1 st a €s residu quadratic modul p,
—1 st a és no-residu quadratic modul p.

Demostracio. Sigui b = a7 = R=al=1 (mod p). Aleshores, b = a"7 s solucio de
la congruéncia quadratica 22 = 1 (mod p). Sabem que aquesta congruéncia té solament dues

solucions: z =1 (mod p) i x = —1 (mod p). Per tant,

a7 =+l (mod p). (5.5.4)
Si a és residu quadratic modul p: @ = u? (mod p) per a algun enter u, aleshores T =l =1
(mod p) gracies a PTFermat. Tenim, per tant, p%l classes residuals, aquelles corresponents a

. L. N p—1 .
residus quadratics, que resolen la congruéncia £ =2 =1 (mod p) i, com sabem pel teorema de

Lagrange, aquesta congruéncia no pot tenir més de pTl solucions. En paraules més mundanes

podriem dir que "ja no caben més solucions"aixi que per la resta, és a dir, per a tot residu
—1
no-quadratic 3 es té: 3"z # 1 (mod p). De (5.5.4) deduim que per a un tal 8 necessariament

7 =-1 (mod p). (5.5.5)

SIMBOL DE LEGENDRE

Definicié 5.5.7 (p-ésim simbol de Legendre d’a). Si p és primer i a € Z, definim el Simbol de
Legendre com:

0 sip|a,
() =141 siptaia ésresidu quadratic modul p, (5.5.6)

—1 sipfaiaésnoresidu quadratic modul p.
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5.5.4 Arrels primitives

Observacio 5.5.8. Notem que per escriure’l es faria servir, normalment, una linia horitzontal
entre a i p. Nosaltres, per no confondre’l, farem servir una discontinua.

Propietat 5.5.9 (Propietats del Simbol de Legendre).
/. a=b (mod p) = (Z) — (2)’

2. (a> = a7 (mod p), si p és un primer imparell;

P
3. propietat multiplicativa, (‘;b> = (Z) (2) ;
4. siptec = (—‘—3—;’3 = <z>

Demostracio.
1. Es evident que el fet que la congruéncia 22 = a (mod p) tingui solucions o no, només
depen de la classe residual d’a modul p, tal i com per a ser divisible per p; per tant, si

_ ay _ (b
a =b (mod p), llavors (—ﬁ) = (p).
21
2. Si a és divisible per p, a"z també ho és i la congruéncia en aquest cas seria trivial: 0 = 0
(mod p). Sip+1 a, se segueix que demostrar [5.5.92 correspon amb el Criteri d’Euler fent

us del Simbol de Lagrange.
. Es dedueix facilment del punt anterior:

(ab) = (ab)'T =a"Tb"T = <a> (b) (mod p). (5.5.7)

4. Se segueix del punt anterior, ja que

B-QO-0-¢ e

on hem utilitzat el fet que ¢?, al ser un quadrat i no ser divisible per p, ha de ser residu

(O]

quadratic modul p. Recordem, de fet, que de la congruéncia ¢ = 22 = 0 (mod p) extraiem
r =c¢ (mod p).
[ |

Proposicio 5.5.10. Sip és un primer senar, es té

(—1> (- (5.5.9)

p

Demostracio. Abans de demostrar-ho, vegem queé ens intenta transmetre aquesta proposicié. En

esséncia, volem trobar aquells p per als quals el simbol de Legendre val 1. Per tant, serien aquells
-1

primers per als quals (—1)"z = 1. Fixem-nos que exponent ha de ser parell.

Usant [5.5.9/2 per al cas a = —1, ens queda que <7l> = (—1)% (mod p). Com p > 21

ambdos valors pertanyen a a € {—1,1} de la congruéncia deduim la igualtat <_p1> = (—1)p51.
[

Corol-lari 5.5.11. Sigui p un nombre primer senar. Aleshores,

-1\ 1 J1 sip=1 (mod 4),
( 777777777 > =(=1) _{—1 sip=3 (mod 4). (5:5.10)
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Eisenstein 5.5.14

Demostracio. Només cal usar el criteri d’Euler; obtenim que <_1> = (—1)107—1 (mod p); pero dos
nombres que siguin £1 i que coincideixin modul p sén iguals ja que p > 2. Per tant, obtenim
la prlmera 1gualtat La segona és immediata, ja que 5= és parell si p = 1 (mod 4), la qual cosa

equival a 22 =0 (mod 2) <= p=1 (mod 4), i senar si p = —1 (mod 4). [

Observacio 5.5.12. Notem que aquest corol-lari és equivalent a dir que, aplicant el simbol de
Legendre, —1 és residu quadratic modul p, ja que el stmbol de Legendre (_pl) és igual a 1.

Definicié 5.5.13 (Funcio6 sostre). La funcié sostre és una funcié definida de la segiient manera:

[1: R — Z

r +— [z] =min{fk € Z | r <k} (5.5.11)

EISENSTEIN

Lema 5.5.14 (Lema d’Eisenstein). Siguin p,q primers imparells diferents. Sigui [x] la funcid

(??,) = (-1, (5.5.12)

on u recorre els nombres parells, amb 2 < u < p — 1.

sostre. Es té

Demostracio. Per a u parell amb 2 < u < p—1. Sigui r(u) el residu de dividir qu per p, en altres
paraules: r(u) = qu (mod p), amb 0 < r(u) < p, doncs no pot donar 0 (cap dels dos nombres
és multiple de p).

Considerem ara els nombres (—1)"™r(u) i a cadascun d’ells li associem el representant de la
seva classe residual modul p en l'interval 0 < x < p:

(—1)"@r(u) = s(u) (mod p), (5.5.13)

amb 0 < s(u) < p. Tots els s(u) son parells, perqueé si r(u) és parell se segueix que s(u) = r(u),
pero si r(u) és imparell es té que s(u) = —r(u) (mod p) = s(u) = —r(u) + p, que és parell.

A més, tots els s(u) son diferents, ja que si tinguéssim s(u) = s(t) = (=1)"@Wr(u) =
(—=1)"®r(t) (mod p) = (—1)"Wqu = (—1)"®qt (mod p). Aplicant la propietat cancel-lativa
a l'altima expressio (I’apliquem perqué p és coprimer amb ¢) ens queda que v = +t (mod p).

Notem, pero, que u = —t (mod p) no és possible, donat que, si no, seria u = —t + p (hem
usat el fet que w it estan en U'interval [1,p — 1]), contradient el fet que wu,t son ambdos parells.
Aixi doncs, tenim que s(u) = s(t) = w =1t (mod p) = w =t. En altres paraules, tots els
s(u) son diferents.

Per tant, tots els s(u) son elements de I'interval [1,p — 1] i sén tots parells i diferents entre
ells, i hi ha p%l d’ells (tants com u parells en aquest interval).

Concloem que els s(u) son una permutacié de 2,4, ..., p—1 (els u parells de 'interval [1, p—1]).
Per tant, si considerem el producte de tots ells, ens queda:

s(2)-s(4)---slp—1)=2-4---(p—1) = (=1)’@-r(2)- (1)@ .r(4) .- (1)@ V. r(p-1)

4---(p—1) (mod p)

g (=) (p—1)g=2-4-(p—1) (mod p).
(5.5.14)

2-
— (_1)7“(2).2.(].(_1) r4) . 4.
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5.5.5 Arrels primitives

Aplicant la propietat cancel-lativa,

(—1)r@+r@r+re-Dg"s =1 (mod p) = (—1)"@TOF+0-) = " (;mod p).

(5.5.15)
| ielresidu és r(u), d'on qu = p[LH]+r(u).
| 17(u) tenen la mateixa paritat. Per tant,

q

D’altra banda, al dividir qu entre p, el quocient és [ £

q

SHS

S

Com qu és parell i p imparell, d’aqui veiem que |

|

la férmula anterior equival a

¢'T = (=1)=[%T (mod p), (5.5.16)
amb u parell, 2 < u < p—1. D’aqui, combinant amb el criteri d’Euler, tenim (Z) = (—l)zu[%]
(mod p). Com ambdds membres valen 1 o -1, de la congruéncia modul p es dedueix la igualtat

1 AL
() — ()=, (5.5.17)
p

|

Teorema 5.5.15 (Llei de la Reciprocitat Quadratica). Siguin p,q primers imparells diferents.

Es té: q D
@ _ (5)(—1)”%1%. (5.5.18)

Demostracio. Partim del lema d’Eisenstein (;) = (—1)2”[%1, on u recorre els nombres parells
de linterval [2,p — 1]. La suma en lexponent compta la quantitat de punts de coordenades
enteres tals que la seva coordenada x és parells i estan dins del triangle ABC' en la figura [5.2]
Com els catets d’ABC medeixen p i g, pel teorema de Tales per a tot v € [0, p] la vertical per v
talla el segment AC' en un punt amb coordenada w = v - %.
Considerem, d’entre aquests punts, aquells que queden dins del trapezi XY CB, X = £. En
P

altres paraules, aquells que tenen la coordenada x major que §. Com el total de punts amb

coordenada z parell dins del rectangle ZCBX és parell (ja que hi ha ¢ — 1 en cada columna):

—> #{punts amb z parell dins de XY CB} + #{punts amb z parell dins de Y ZC'} =
= #{punts amb = parell dins de XYCB} =0 (mod 2)

—> #{punts amb z parell dins de XY CB} = #{punts amb x parell dins de YZC} (mod 2)
(5.5.19)

D’altra banda, si considerem la quantitat de punts amb x parell dins de Y ZC', veiem per simetria
respecte el punt Y que aquesta és igual a la quantitat de punts amb x imparell dins del triangle
YZA.

Aplicant aixo que hem dit i , veiem que l'exponent de —1 en el lema d’Eisenstein és
igual a

#{punts amb x parell dins de ABC'} = #{punts amb x parell dins de AY X'}

+ #{punts amb z parell dins de XY CB} = #{punts amb x parell dins de AY X'}
+ #{punts amb x parell dins de ZY C'} = #{punts amb x parell dins de AY X'}

+ #{punts amb z senar dins de AY X} = #{punts (z,y) € Z* dins de AY X} := p,

(5.5.20)
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on la congruéncia entre el segon i el tercer terme és modul 2. Aix{ doncs, es té que (—‘—1—> = (—1)".

Un argument similar, pero intercanviant els papers de p, ¢, permet provar que (Z) = (—1)", on
v és la quantitat de punts de coordenades enteres dins del triangle WY A. Com no existeixen
punts de coordenades enteres sobre el segment AY (pel teorema de Tales, com med(p, q) = 1 no
pot donar-se que ¥ = 1%’ amb x,y € Z,0 < x < p) es té pu + v = #{punts amb x senar dins de
AXYW} = 2221 amb la qual cosa (—1)#+ (—1)%1%. Combinant amb les dues férmules

prévies obtenim que <g> <—p—> = (1) = (=1)"z 7). D’aqui:

(Z) _ (7;) (=15 (5.5.21)
O

:

B

OIS [——— ==

Figura 5.2: Figura esmentada representada graficament. Notem que ¢ correspon a la distancia
entre Ai DipaladeAi B, respectivament.

Proposicié 5.5.16 (Nombre de solucions d’una equacié congruencial). Sip és un nombre pri-

mer senar, el nombre de solucions de la congruéncia x* = a (mod p) és 1+ (;’)

Corol-lari 5.5.17. Siguin p,q primers imparells diferents. Aleshores, es té:

1. (Z) = (5) st almenys un d’aquests primers és congruent amb 1 modul 4, 1

2. (Z) = — (2) si tant p com q son congruents amb 3 modul 4.

Demostracio. Es conseqiiéncia directa de la llei de Reciprocitat Quadratica. Per aquesta llei,

q 2
és parell. Aixo, al seu torn, equival a dir que un dels dos factors ha de ser parell, aixi que s’ha

de complir una de les segilients opcions:

o L ) o p—1g—1
vegem que (g) = <B> es compleix si, i només si, 'exponent de —1 en la férmula, que és 759~

{p ~1=0 (mod4) <= p=1 (mod4) obé (5.5.22)

¢q—1=0 (mod4) <= ¢=1 (mod4)
|

Exemple 5.5.18. Gracies a la llei de Reciprocitat Quadratica, podem determinar si 3 és o
no residu quadratic modul p (recordar que la resposta a aquesta pregunta la dona el simbol de

Legendre <2>) per a un primer p imparell donat p # 3. Aplicant el corol-lari anterior, dividim
la prova en dos passos:

o7



5.5.6 Arrels primitives

1. p=1 (mod 4). En aquest cas tenim que

(2?;) = (3)- {1_1 Ziii; Eigj g; (5.5.23)

Es evident que 1 és residu quadratic modul 3 i 2 no ho és.
2. En canvi, si p = 3 (mod 4), com 3 també és congruent amb 3 modul 4, el corol-lari diu

que
(2) B _@ - {1_1 z i 2; Eigj 2; (5.5.24)

i~ Ajuntant la informaci6 dels dos casos, concloem que (i) = 1 si, i només si, esta en els
casos segiients:
I.p=1 (mod4)ip=1 (mod 3).
2. p=3 (mod4)ip=2 (mod 3).
Resolent aquests sistemes de dos congruéncies, ens queda que p = 1 (mod 12) o bé p =
11 = —1 (mod 12). Per tant, el cas complementari és (2) =—1 <= p=507 (mod 12).

Per I'exemple, tenim, doncs, agafant alguns valors de prova, que (—%—) =1 jaque 11 = —1
(mod 12), (&) = =1 ja que 17 =5 (mod 12).
GAUSS

Lema 5.5.19 (Lema de Gauss). Sigui p un primer imparell i a un enter no divisible per p.
Sigui n la quantitat d’enters del conjunt S = {a,2a, (p%l) a} tals que al dividir-los per p s’obté

una resta major que %’. Aleshores, (Z) = (=1)"

Demostracio. Siguin aq, ..., a, els elements de S tals que al dividir-los per p la resta és major

que 5. Siguin by,...,b,, els altres elements d’S, de manera que: n + m = p%l. Anomenarem

a}, b els elements corresponents a dividir els a; i b; per p. Es té, per tant, que
1. Vje{l,2,...,n},a; =a; (mod p), ambp—z"%1 :Z%l <a; <p,
2. Vj€{1,2,...,m},b; =b; (mod p), amb 0 < b, < L.
Considerem ara un conjunt 7" tal que T' = {p — |1<j<n}u 1 | 1 < j < m}. Provarem
primer que T = {1,2,..., ;%1}’ provant en particular la inclusié cap a la dreta i que tots els
elements de T son diferents.
C TCH{L,2,..., 1%1}, aixo és trivial per als elements b’ ja que cal element d’S és divisible per
p (ja que sén de la forma ak amb a no divisible per pi 0 < k < 7%1) i per tant cap residu
pot ser zero. Per als elements de la forma p — a; se segueix directament de ’%1 <aj; <p.
p—1

# Sabem que n +m = ¥~, amb la qual cosa per a establir la igualtat entre conjunts ens és

prou amb provar que els elements de la definicio de T son diferents. Siwu,v € {1,2,..., ’%1}
iua =va (mod p) = w=wv (mod p) = w = v, on hem usat que si dos elements son
congrus modul p amb p primer i u,v < p han de ser necessariament iguals.

Aleshores, els n valors d’a;- i, per tant, els n valors de p—a; son tots diferents, aixi com els m
valors de b;» son tots diferents. Suposem ara, raonant per reduccié a I’absurd, que existeix
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Gauss 5.5.20

k€ [1,n]ih € [1,m]tals que p—a}, = b),. Aixo implica que existeixen u,v € {1,2,..., 21}
tals que p — ua = va (mod p). D’aqui se segueix que

(u+v)a=0 (mod p) (5.5.25)

i, per tant, com que p { a, per LFA p | (u+wv). Com 2 <u+v < p—1, la qual cosa és una
contradiccid. Aixi doncs, queda provat que els n +m = ’%1 elements en la definicié de T
son tots diferents, d’on concloem que 7'= {1,2, ..., ;%1}

A partir d’aquesta igualtat, multiplicant tots els elements d’aquest conjunt obtenim que

(£

(=)o = 5) - (= )b by = (1) a0,

(—1)" a1 apbi by = (—1)" - a(2a) - - (p_ 1a>

2
p—1 - 1 =3l p—1
=(-1)"-az - (])T)' (mod p) M l1=(-1)"-a 2 (mod p)
= (-1)" = a’z (mod p).
(5.5.26)
Combinant amb el criteri d’Euler, ens queda que:
M = " d . " 5.5.27
() =07 modp) = (5) = (-1 (5.5.21)
|

Teorema 5.5.20. Sigui p un primer imparell. Aleshores

(2) _ {1 sip=107 (mod8) (5.5.28)

P —1 sip=305 (mod8)
Demostracio. Considerem el conjunt S com en el lema de Gauss per al cas a = 2: § =
{2,4,...,p— 1}. Dividirem la prova en dos casos modul 4:

p=1 és facil determinar quins sén els elements d’.S tals que al dividir-los per p s’obté un residu
major que £, doncs com ara els elements d’S s6n tots menors que p, ells mateixos sén iguals
als seus respectius residus modul p, per tant son: p%l +2, 1%1 +4,..., 1%1 +2- 1%1 =p—1,
on hem usat la hipotesi d’aquest primer cas, que p = 1 (mod 4), aixi que p%l és parell i
7%1 + 2 és el menor nombre par més gran que £.
Com el primer valor en aquesta llista és ’%1 + 2 i l'altim és pT_l + 2’%1, on tots aquests
nombres so6n parells, és clar que en total la quantitat d’elements d’S amb la propietat que

al dividir-los per p s’obté un residu major que £ és n = ;%1. Aplicant el lema de Gauss,

concloem que si p =1 (mod 4) = (i) = (-1)"7.
Ara bé, els primers p = 1 (mod 4) cauen en dues classes modul 8, poden complir p = 1

(mod 8) o p="5 (mod 8). En el primer cas, ’%1 ¢és parell i en el segon, és senar. Per tant,

2\ )1 sip=1 (mod 8)
(p> B {—1 Sip=>5 (mod 8) (5529)

concloem que
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5.5.7 Arrels primitives

p=3 Ara tots els elements de S tals que el residu de la divisi6 per p és major que £ sén

1,443, (2erl 1) = p—1. Aqui hem utilitzat que, en aquest cas, ’%1 és

1mpare11, aixi que el menor nombre parell major que £ és 7%1 + 1. La quantitat d’elements

d’aquest conjunt és, per tant, la quantitat de nombres senars en {1,3,...,2 (pﬂ)} que és
ptl

T
Concloem que, en aquest cas, es té n = 7%1 amb la qual cosa el Lema de Gauss ens dona
que si p =3 (mod 4) = <12,> = (—1)17%1. Com en el cas anterior, separem en dos casos:

p=3 (mod 8)ip=7 (mod 8). Concloem que:

2y J1 sip=7 (mod8)
<> B {—1 sip=3 (mod 8) (5:5.30)

Amb la qual cosa tenim I'expressié que desitjavem al principi. ]

Proposicié 5.5.21. Siguin p,a,m com en el lema de Gauss. Aleshores,

p—l

_\~rha P -1
m = 3 [?1 +(a=1)=5— (mod?2). (5.5.31)

En particular, si a és senar, ens queda

p—1

2
k
m=S T (mod 2). (5.5.32)
' p
Demostracio. La demostracio és llarga i farragosa, a més que queda fora del nivell del curs. Es
pot consultar a |Gra98, pag. 186, 4.3| |

JACOBI

Abans d’aplicar la llei de reciprocitat quadratica, cal obtenir la descomposici6 en factors primers
dels numeradors a dels simbols que apareixen en el calcul, a fi d’assegurar que, després d’aplicar
la llei de reciprocitat quadratica, els denominadors siguin, efectivament, nombres primers senars.
Per a resoldre aquest problema i evitar les descomposicions, s’introdueix el simbol de Jacobi.

Definici6 5.5.22 (Simbol de Jacobi). Siguin n > 1 un enter imparellia € Z. Sin = p{* ---p&r
definim el simbol de Jacobi (%) com

<%) (;) (1?2) e (;) (5.5.33)

on en lexpressio anterior els factors de la dreta son simbols de Legendre. Es evident, doncs, que
el simbol de Jacobi generalitza al de Legendre.

Observacio6 5.5.23. Si n és compost i med(a,n) = 1, el valor del simbol de Jacobi (%) no
determina de manera directa si a és o no residu quadratic modul n.

Exemple 5.5.24. Sin=15ia=2es té (&) = (g) (?) = (—1)(—1) = 1, pero com no hi ha
2 =

soluci6 per a la congruéncia x (mod 3) no pot haver-hi soluci6 per a z? = 2 (mod 15), aixi

doncs 2 no és residu quadratic modul 15.
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Proposicié 5.5.25. Siguin P, P;, P, nombres naturals senars i a, ay,as nombres enters qualse-
vol. Se satisfan les propietats segiients:

1. simed(a, P) > 1, aleshores (%) = 0;

2. simed(a, P) =1, aleshores (%) = £1 i

9. sia=da (mod P), aleshores (%) = (%)

Propietat 5.5.26 (Propietats del simbol de Jacobi). Siguinb,d € Z~1, imparells. Siguin tam-
bé a,c € 7. Es té:
1. Sia=c (modb) = (%) = (),
L@ - @)
4G = ) @)

Demostracio. [5.5.2011 1 [5.5.2612 es dedueixen a partir que el simbol de Legendre té aquestes
propietats. [5.5.263 surt directament de la definicié del simbol de Jacobi. |

Propietat 5.5.27 (Propietats de Reciprocitat de Jacobi). Siguin a,b € Zs,,mcd(a,b) =1 i
a, mes, imparells.
-1 -

(b+1)(b—1)
8

(2) = e

3. <%) _ (g)(_l)a;b?l'

Observacio 5.5.28. En el cas en qué b sigui primer, la propietat b equival a la formula que ja

vam provar per al simbol de Legendre (12))

Lema 5.5.29. Sia,b son enters imparells, aleshores 21 = =1 4 1 (mod 2).

Demostracio. Com a — 1,b — 1 son ambdoés parells, aleshores (a — 1)(b— 1) =0 (mod 4). Aixo
és facil de veure si considerem a —1=20ib—1=2y,{,y€Zi(a—1)(b—1) =4y¢ (mod 4).
Aixi queab—a—b+1=0 (mod4) = ab+1=a+b (mod4) = ab—1=(a—1)+(b—1)
(mod 4). I ens queda:

ab—1 a—-1 b+1
- +

7 =5 5 (mod 2). (5.5.34)
[ |
Lema 5.5.30. Sia,b e Z, imparells:
a’’* -1 a®>—-1 bv*—-1
= d 2). .
g 3 + g (mod 2) (5.5.35)

Demostracio. Com que a £ 11 b4 1 sén parells, ens queda que (a + 1)(a — 1)1 (b+ 1)(b—1)
també ho seran, aixi que a* —1 = 0 (mod 4) i b* — 1 = 0 (mod 4). D’aixd se segueix que
(@*—1)(*—1) =0 = a**—a®*—b*+1 (mod 16). Operant a ambdos membres de 1’equivaléncia,
ens queda a?0? — 1 =a>+b* -2 = (a®> — 1)+ (b* — 1) (mod 16). Podem dividir equaci6 per
una constant, en aquest cas 8, i ens queda la mateixa expressio que . [ ]
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Lema 5.5.31. Si a,b,c € Z.1, imparells, suposant que (%) (9) = (—1)631% i que (%’) (TC;) =

—1
(Zb C ab—1 c—1
— (=] =(=1) 2 =2 5.5.36
(9)(5) = (5.5.36)
Demostracio.

(=1)"= %", aleshores,
- ORI =

1. Provem|[5.5.27/1 per inducci6 sobre el nombre de divisors primers de b. Sigui b = pips - - - pr,
on els p; son primers (no necessariament tots primers) i r > 1. Si r = 1, b és primer i

<%1) = (—1)17;21 és una propietat ja demostrada del simbol de Legendre. Sir > 1, suposem

que, per hipotesi d’induccio, que la propietat és certa per al cas de » — 1 divisors primers,
per la qual cosa si ¢ = pi — () = (—1)z .

C

Per altra banda, també es té (per ser p, primer): (;—3) = (-1)"7". On (;—3) correspon tant
al simbol de Jacobi com al de Legendre, ja que el primer generalitza aquest altim. D’aqui,

per 5.5.29, (1) = (&) (53) = (—1)FH (=15 = (1) T+ = (=1)%F. Aixd acaba la
demostracioé per induccié sobre 7.

C

2. Apliquem inducci6é sobre r, el nombre de divisors primers de b. Per a r = 1, és una
propietat del simbol de Legendre equivalent a un resultat ja demostrat. Si b = p;---p,,
amb r > 1, i sigui ¢ = pi. Per hipotesi d’induccié, suposem que la propietat és certa per

2
al cas de r — 1 divisors, amb la qual cosa és certa per a c, és a dir: (%) = (—1)T1. També

2_
sabem (per ser p, un nombre primer) que (;T> = (—1)pTT1. D’aqui, per |5.5.30}

(%) _ (%) (;) = () () = () (5.5.38)

. Apliquem induccid, perd aquesta vegada sobre n = r + s, on r és el nombre de divisors

w

primers de bi s el d'a, és adir, b=p;---p,, a = q ---qs, amb tots els p; i ¢; primers. La
base d’inducci6 és el cas n = 2, que equival a r = s = 1. En aquest cas, a i b sén primers
i el resultat ja va ser provat: és la llei de Reciprocitat Quadratica.

Sin =r+s > 2, suposem, sense pérdua de generalitat que es té r > 1 (si no fos aixi,
s > 1, que es tracta de manera analoga). Sigui ¢ = p%. Suposem per hipotesi d’induccid
que la propietat és certa per an —1 =174+ s — 1, és a dir, en el cas en qué el total de
divisors primers que posseeixen entre els dos nombres ésn —1 =1r+s— 1. Com aquest és
el cas per als nombres a, ¢ tenim:

(%) _ (g)(_l)%“; N <%) G) = (-1)F T (5.5.39)

També podem aplicar la hipotesi d’inducci6 al parell de nombres a, p,, doncs en aquest cas

el nombre total de divisors primers és s +1 < s+1r —1=n — 1. Per la qual cosa, es té
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que (2)(2) = (—=1)*2"*5" . Aplicant [5.5.31|i obtenim

<pfc> <p;0> = ()T (5.5.40)

que, com b = p,.c, és el que voliem provar.

Conjectura 5.5.32 (Conjectura de Catalan). L “inica solucid en N de x*—y® =1 per a a,b >
1, z,y >0 és 3% — 23,
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Capitol 6
Primeritat 1 factoritzacid

6.1
PRIMERITAT

NOMBRES PSEUDOPRIMERS I DE CARMICHAEL

Recordem que ens assegura que si n és un nombre natural primer i ¢ un nombre enter

n—1

tal que med(a,n) = 1, aleshores "' = 1 (mod n). Perd pot ser que n no sigui primer i que

aquesta congruéncia també se satisfaci per a algun enter b tal que med(a,n) = 1.

Definicié 6.1.1 (Nombre pseudoprimer). Sigui n > 1 un nombre enter, senar i compost i
a € (Z/nZ)*,a # +1. Direm que n és pseudoprimer respecte de la base a si, 1 només si,
a"!' =1 (mod n). Entendrem que si no s’especifica la base, s’esta parlant d’a = 2.

Observacio 6.1.2. Si n és pseudoprimer en la base a, en particular a és coprimer amb n.

Definici6 6.1.3 (Nombre de Carmichael). Un nombre de Carmichael és un enter n > 1 com-
post tal que és pseudoprimer en la base a per a tot a ‘ med(a,n) = 1 (per a totes les bases
coprimeres amb n). Equivalentment, podem definir-lo com aquell nombre senar i compost n > 1
tal que per a tot nombre enter a que compleixi med(a,n) = 1 se satisfa la congruéncia v 1 =1
(mod N). El conjunt dels nombres de Carmichael és infinit.

Teorema 6.1.4 (Propictats de Carmichael). FEls nombres de Carmichael compleizen les se-
glients propietats:
1. Un nombre de Carmichael n és lliure de quadrats, és a dir, per a tot nombre primer p tal
que p | n, aleshores p* 1 n.
2. Siguin € Z~1, compost i lliure de quadrats. Aleshores,

n és de Carmichael < Vp | (p|n)A(p—1|n—1). (6.1.1)
3. Un nombre de Carmichael té, com a minim, tres divisors primers.

Demostracio. Demostrarem el primer apartat reduint a l'absurd. Suposem que es compleix
a” ' =1 (mod n) per a tot a tal que med(a,n) =11 p* | n per a algun primer p. Utilitzant la
formula per a p(n) veiem que p*> |n = p|p(n). Coma” ' =1 (mod n)ip*|n = a"'=
1 (mod p?) per a tot a coprimer amb n. Es facil veure que d’entre aquests a podem escollir un
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6.1.1 Primeritat 1 factoritzacio

valor ag que sigui arrel primitiva modul p?: de fet, si posem p = p1, po, . .., p, als factors primers
d’n hi ha prou amb agafar ag soluci6 del sistema:

r=( (mod p?),

z=1 (mod py), (6.1.2)

r=1 (mod p,).

On ( és una arrel primitiva modul p? (per TXResidu, sabem que el sistema té solucié). Com ag
és arrel primitiva modul p? el seu ordre modul p? és p(p?) = p(p — 1). Com tenim que af ' =
(mod p?) = p(p—1) | n— 11, en particular, veiem que p | n — 1, la qual cosa és absurda ja
que p | n. Aquesta contradiccié prova que n és lliure de quadrats.

Pel que fa al segon apartat. Sigui n lliure de quadrats, és a dir, es té la descomposici6
en primers diferents n = p; - - - p, tals que la seva valoracié p-adica és 1 per a tots els termes.
Suposem que n és compost, és a dir, r > 1. Suposem que n és de Carmichael, és a dir, que
a1 =1 (mod n) per a tot a € (Z/nZ)*. En particular, ¢! = 1 (mod p;). Amb el mateix
argument que ja hem utilitzat en el primer apartat, veiem que d’entre tots els a coprimers amb
n podem escollir una a tal que sigui arrel primitiva modul p; = ord,,(a) = p; — 1. Ara, com
que a" ' =1 (mod p;) tenim que p; —1 | n — 1. Reciprocament, suposem que per a tot p; primer
que divideix n es compleix p; — 1 | n — 1. Sigui a coprimer amb n (de tal manera que no és

divisible per cap p;). Per PTFermat, [4.4.1, a?~' =1 (mod p;). D’aqui, com n — 1 = k;(p; — 1)

n—1 —

per a certs enters k;, aleshores a (mod p;) per a tot i € {1,2,...,7}. Com n =p;---p,,

aleshores, tal i com voliem:
a"'=1 (mod n),Va € (Z/nZ)*. (6.1.3)

Ja per ultim, sigui n» un nombre de Carmichael. Podem suposar pel primer apartat que n és
lliure de quadrats. Suposem que n posseeix solament dos divisors primers, és a dir, n = pq amb
p, q diferents. Sense pérdua de generalitat, podem dir que p < ¢. Aixi doncs, pel segon apartat
sabem que ¢ — 1 | p — 1. D’altra banda,

n—l=pg—1=pg—p+p-1=plg—1)+(p-1)=p-1 (modg—1) (6.1.4)

D’aqui extraiem que n —1 =0 (modg—1)in—-1=p—1(modg—1)in—-1=p-—1
(modg—1) = p—1=0 (modg—1) = ¢q—1]p—1. Perdo notem que tal resultat és
absurd donat que p — 1 < ¢ — 1. De tal manera, queda provat que tot nombre de Carmichael té
com a minim tres divisors primers. |

Exemple 6.1.5 (Exemples de nombres de Carmichael).
e 561 =3-11-17,
e 11056 =5-13-17,
e 41041 =7-11-13-41.

Observaci6é 6.1.6. Per a verificar que un enter compost és un nombre de Carmichael hi ha
prou amb verificar que a” ' = 1 (mod n) per a tot a coprimer amb n en Uinterval [2,n — 1].
Un enter que satisfaci totes aquestes congruéncies podra ser o bé primer o bé un nombre de
Carmichael.
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Nombres fortament pseudoprimers 6.1.10

NOMBRES FORTAMENT PSEUDOPRIMERS

Definicié 6.1.7 (Pseudoprimer d’Euler). Sigui n un nombre compost i imparell. Sigui a copri-

mer amb n. Diem que n és pseudoprimer d’Euler respecte de la base a si s = (%) (mod n).

Observacio 6.1.8. Tal i com vam veure durant la prova del test de Solovay-Strassen, si n és
pseudoprimer d’Euler respecte d’a també és pseudoprimer respecte d’a i no existeixen nombres
que siguin pseudoprimers d’Euler respecte tota base a coprimera amb n.

Definicié 6.1.9 (Fortament pseudoprimer). Siguin un nombre imparell i compost, d’'onn—1 =
2°t amb t imparell i e > 0. Sigui a coprimer amb n. Diem que n és fortament pseudoprimer d’a
si es verifica que

=1 (modn)obéa® =-1 (modn),ic{0,1,....e—1} (6.1.5)

Proposicié 6.1.10. Sin és fortament pseudoprimer respecte d’una base a, aleshores és pseu-
doprimer d’Euler respecte d’a.

Demostracio. Dividim la prova en tres casos diferents:

1. Suposem que a' =1 (mod n) = " =a* =1 (mod n). Calculem (%). Sabem que
(“—t) = (%) = 1 i també que (%t) = (%)t i, per tant, (%)t = 11 com t és senar, aleshores

n
n—1

(¢) = 1. Doncs, tenim que a'z2 =1 = (%) (mod n).

n
eflt — 2671t —

2. Suposem que a? —1 (mod n). Aleshores, ¢z =a —1 (mod n). Vegem que

(%) = —1. Abans, pero, una petita guia del que volem demostrar.
Sigui p primer tal que p | n (per la qual cosa, p imparell) i escrivim p — 1 = 2¢'s
amb s imparell i ¢/ > 0. Volem veure que (1) € > e,

a -1, sie=e
2)(—| = ’ ’ 6.1.6
2) (p) {1, sie >e. ( )

(1) a* ' = =1 (modn) = a* * = —1 (modn) = a* ' = —1 (mod p).
Suposem que ¢’ < e = ¢ <e—1 = a2 ts #1 (mod p) = aP™! = s #1
(mod p). Notem que usem que com que 2¢'ts no és congruent amb 1, 2¢’t tampoc
ho sera donat que un és multiple de laltre. Pero ens queda a?~' # 1 (mod p),
contradient PTFermat.

(2) Sie=¢" <a> =2 s (mod p). Com aquest simbol de Legendre (essent a coprimer

P
amb p) val £1, el seu valor no canvia si l'elevem a ¢ (ja que t és imparell), aixi:
—Z =a*> " =a¥ ' = —1 (mod p). Aixo queda provat ja que aquesta congruéncia

I’hem provat a (1).

Ara,sie’ > e: com a2 't =
a®* ' = —1 (mod n) = a* '* =1 (mod n), ja que ¢ > e. Pel criteri d’Euler,
e/ —1

—1 (mod n) elevem s (i canviem el modul n per modul p):

p—1

tenim que (Z) =az2 =a* * (modn). Com ) = +1, ja que med(a,p) =1, el

e
. e/ —1 e/ —1
seu valor no canviar a l'elevar-lo a ¢, aleshores <Z> =a* *=a* =1 (modn).
Tornant al calcul d’(ﬁ). Escrivim: n =[], p (primers no necessariament diferents).
n pln

Aleshores, (%) = Hp|n <a> = (—1)*, on k és el nombre de factors primers d’'n tals que
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6.2.1

Primeritat 1 factoritzacio

<Z) = —1, que pels resultats preliminars (1) i (2) sabem que k és igual a la quantitat

de factors primers d'n amb ¢ = e (sempre comptant multiplicitats). Volem provar
que k és imparell i, aixi, (¢) = (-1)" = —-1= a"z (mod n).
Observem que ¢ > e = p=1 (mod 2°™)ie =e = p=1+2° (mod 2°M).

Utilitzant aixo, ens queda:

I+2¢=1+2t=n=[[,,p=(1+29"=1+4k2° (mod 2°*")

1.7

= 2°(k—1)=0 (mod 2°"') = k + 1 parell = k imparell. (6.1.7)

. Suposem que @t = —1 (mod n) amb i € {0,1...,e —2}. Com i <e—2<e—1, tenim
que: AT =t =1 (mod n). Per a calcular (Z), com en el segon cas, s6n necessaris

resultats preliminars. Si p és primer imparell que divideix p i p — 1 = 2¢s, s imparell i
e’ > 0, es pot veure que es compleixen que (c¢) ¢ > i+ 11

6):{—L siel =i+1, (6.18)

1, sie>i+1.

La demostracié d’aquestes dues propietats utilitza arguments similars als que ja hem vist
en el segon cas, vegem-ho. Escrivim n = Hp|n p, primers p no necessariament diferents.

Aleshores, (%) = len (Z) = (=1)%, on k és el nombre de factors primers d’'n tals que

(Z) = —1. Pels resultats preliminars (1) i (2) de I'anterior apartat, sabem que k és igual
a la quantitat de factors primers d'n amb ¢ =i+ 1.

Volem provar que k és parell, aixi que (Z) =(-1)=1= a's (mod n). Observem que
e >i+l = p=1 (mod 2"?)ie =i+1 = p=1+2""" (mod 2°*?). Comn = 142%
ii+2<e = n=1 (mod2*?). Aleshores, 1 =n =[[,,p=(1+2"")" =1+ k2"
(mod 27*?) = 271 =0 (mod 2*?) = k parell. Per tant, k parell i (%) =1, tal i
com voliem veure.

6.2
FACTORITZACIO

METODE DE FACTORITZACIO DE FERMAT

Siguin n = pq, p i ¢ primers (de l'ordre d’'una poténcia de logn es té una manera eficient de

factoritzar n.

Definicié 6.2.1. Proposem un canvi de variables que permet escriure la factoritzacié de n com

una diferéncia de quadrats, és a dir, en lloc de trobar directament p, ¢ proposem trobar abans

a, b tals que

p=a-+b,
freo -

D’on la igualtat n = pq es transforma en n = (a + b)(a — b) = a® — b*.
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Métode de Factoritzacié de Fermat 6.2.5

D’aqui se segueix que factoritzar n és equivalent a escriure-la com a diferéncia de quadrats
les bases a i b de la qual no s6n consecutives, de manera que a — b # 1 i obtenim la factoritzacio
no trivial n = (a + b)(a — b).

Observacio 6.2.2. Les incognites a, b son enteres, com es veu de resoldre el sistema de dues

equacions. S’obté:
{a =m0 =251, (6.2.2)
ja que p, q soén imparells.

Proposicio 6.2.3. St suposem que p — q té un resultat petit, podem trobar a i b en una petita
quantitat de casos.

. _ p— logn : . pt .
Exemple 6.2.4. Per exemple, si a —b < logn, en efecte b = 251 < =% i g = 224 compleix que
9 9 logn\” 9 logn\”
a—n=>b < 5 — a"<n+ 5 : (6.2.3)

Ames, a> —n=0>0 = a’>>n = a > /n. Per tant,

1 2
Jn<a< n+(°§n> . (6.2.4)

Per a trobar a es troba un per un els enters d’aquest interval. Vegem que la quantitat d’enters
logn
5

en aquest interval és, com a molt, Si anomenem U a aquesta quantitat tenim que U <

n+ (952)° - v,
Ara sigui V =1/n + (lo%)Q—i-\/ﬁ. Veiem que U < V i també que UV = n + (10%)2 —n =

2
(k’%) . Per tant, U < k’%.
Per tant, provem amb els enters d’aquest interval fins a trobar un a tal que a®> — n = z sigui

un quadrat perfecte. Calculem, partint d’una aproximacio a y/n, Uenter [y/n] (recordar [5.5.13))
i, a partir d’aquest valor, trobar els valors d’a.

a =[y/n]+1, calcular a> —n ==
= [v/n] + 2, calcular a®> —n ==z (6.2.5)

2 —n =z, comprovem si el valor obtingut és un quadrat perfecte- Una manera

Quan calculem a
facil de comprovar aixo tltim és calcular, aproximadament, \/n, agafar el valor b € Z més proper
a aquest valor i verificar si s’acompleix o no b*> = x. Una vegada trobat 'a tal que a>—n = x = b?,
per b € Z, tenim que

n=a*—0b=(a+b)(a—0b)=rpqg, (6.2.6)
és a dir, tenim la factoritzacié de n.
Observaci6 6.2.5 (Qué passaria si aquesta factoritzacio fos trivial?). Posem el cas de [6.2.4]
Si fos el cas de a—b =1 tindriem quea =b+1 = n=a+b=2b+1 = b= ”T’lia: "T“,
perd com aquest valor d’a no pertany a l'interval

Vi ln + (logn)2 (6.2.7)
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6.2.3 Primeritat 1 factoritzacio

mai ens trobariem en aquest cas. Tal fet té sentit perqué per a aquesta factoritzaci6 trivial els
dos factors séon 1 i n, ja que no estan a prop I'un de 'altre.

El meétode que hem vist és rapid sempre que p — ¢ sigui petit. En aquest cas, 'interval en
qué hem de buscar a té una longitud petita. Si es parteix de suposar que p — ¢ < W (logn)¢ per
a W, c € Z~y també es dedueix que l'algorisme acabara en ordre de temps polinomial en logn.

METODE DE FACTORITZACIO DE POLLARD

El seglient métode permet donar una factoritzacioé eficient d’un enter n = pg on p, ¢ sén primers
grans, suposant que el primer p (0 ¢, o el dos) és tal que p—1 (0 ¢—1 o els dos) té la particularitat
que és B-smooth en poténcies.

Definicié 6.2.6 (B-smooth). Donada una cota B > 0, diem que un enter és B-smooth si tots
els factors primers d’z s6n menors que B.

Que fa dels B-smooth uns nombres tan ttils? Per a un nombre molt gran, tenen una estruc-
tura multiplicativa for¢a simple, tot i que tenen moltes xifres.

Definici6é 6.2.7 (B-smooth en poténcies). Diem que un enter z és B-smooth en poténcies si al
descomposar x en producte de primers:

. :pzl)l(:):)pgg(z)“.pzn(x)’ p’:i(x) < B, Vi (6.2.8)

En l'aplicaci6 a la factoritzacié d’un enter n, fixarem una cota B petita, de 'ordre de logn i per
a aquest valor de B ens interessara que cert valor sigui B-smooth en poténcies.

Donada una cota B comencem per precalcular el minim comu miultiple de tots els enters
menors o iguals a B:

1. Calcular el conjunt P de tots els primers p < B.

2. Calcular el producte m = HpE P plogr B

D’aquesta manera, hem format m amb tots els primers fins a B, cadascun dels quals amb el
major exponent w tal que p¥ < B, donat que p'°» B = B. Aixo prova que m és el minim comi
multiple buscat.

Aquest valor el calculem per a una cota B de l'ordre de logn (la idea és agafar un B el
més gran possible, sempre que el calcul previ es pugui fer en un temps raonable). Una vegada
calculat aquest valor, el métode de Pollard intenta factoritzar n = pq i funciona sota la condicié
que almenys un dels dos factors primers de n té la propietat que és B-smooth en poténcies.

EL METODE DE POLLARD

Proposicié 6.2.8 (Meétode de Pollard). Després de fizar la cota B, suposem que n = pq, amb
p,q nombres primers i tals que p — 1 és B-smooth en poténcies. L’objectiu és trobar p i aixt
factoritzar n calculant ¢ = %. Triem un enter a tal que 1 < a < n a l'atzar. Suposarem que
p 1 a: aizo ocorre amb una probabilitat molt alta i, a més, si p | a tindriem prou amb calcular

med(a,n) amb lalgorisme d’Euclides per a trobar p.
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El métode de Pollard 6.2.10

Per PTFermat, sabem que aP~* = 1 (mod p). Calculem m = mem(2,3,...,B). Com p—1
€s B-smooth en poténcies, st

p—1=p®pel @) v < povic (1,2, ) = pP |m, Vie{1,2,... 1}
= p—1]|m.

(6.2.9)

Adonem-nos que tenim un enter m maltiple de p—1 (m = (p—1)k) sense conéizer-ne el seu valor

a? ) =1 (modp) = pla™—1.

ni el de p. Per tant, com a?~' =1 (mod p) = =
( m

Per altra banda, com p | pg = n, podem calcular mcd — 1,n) amb lalgorisme d’Euclides i

veure que solament tenim dues possibilitats:

d=1P (6.2.10)
Pq-

En el primer cas, d = p i, per tant, ja hem trobat el factor p, primer, de n, amb la qual cosa
calculant g = % tenim la factoritzacio de n. En el segon cas, com d = n = pq, no ens dona la
factoritzacio de n. Aleshores, a™ — 1 també és divisible per q i, variant el valor de la base a i
repetint [’algorisme per a diverses bases, aixo deixara de succeir, excepte si 'exponent és també
maultiple de ¢ — 1, cosa que solament pot ocorrer si ¢ — 1 és B-smooth en poténcies.

Es a dir, suposant que p—1 és B-smooth en poténcies i se’ns dona el segon cas d = pq, en el
qual no podem factoritzar n, com a causa directa ve que ¢ — 1 €s també B-smooth en poténcies.
Quan aixo passa, hem de modificar l’algorisme: canviarem la cota B per cotes menors fins a
arribar a una cota B’ tal que solament un dels factors primers d'n, posem p, tingui p — 1 tal
que sigui B’-smooth en poténcies i laltre no ho sigui. Calculant, doncs, I'm i utilitzant-lo amb
aquesta cota B’ ’algorisme funcionara, mitjan¢ant el métode dicotomic.

Proposicié 6.2.9 (Métode dicotomic per a Pollard). A partir del B inicial i suposant que
aquest B no serveir per a factoritzar n, perqué cau en el cas d = med(a™ — 1,n) = n. Els
segtients valors de la cota es calculen segons el metode dicotomic:

Provem amb % Si per a aquesta cota tenim que med(a™ — 1,n) és igual a un factor primer
de n, lalgorisme s’acaba. Si mcd(a™ — 1,n) és igual a 1, significa que la cota és molt petita
i hem de provar un valor més gran. Si, en canvi, med(a™ — 1,n) = n és perqué aquesta nova
cota sequeix sent molt alta i, com a segiient valor, escollim un més baix. Iterant aquest procés
arribarem al valor B' < B que permet factoritzar n.

Observaci6 6.2.10.

1. El metode dicotomic garanteix que provarem, com a maxim, log, B valors per a la cota.

2. Per tant, 'algorisme acaba funcionant de manera eficient sempre que es compleixi la hi-
potesi inicial: ha d’existir un valor de la cota B que no sigui massa gran i, per tant, que
permeti calcular I'm tal i com s’indica, tal que per a com a minim un dels factors primers
d’n es compleixi que és B-smooth en poténcies.

3. Respecte el calcul de d = med(a™ — 1,n), tot i que s’ha de fer amb 'algorisme d’Euclides
per a un a™ — 1 massa gran tal calcul esdevé impossible computacionalment. Per a resoldre
aquest problema, hem de fer Gs del segiient resultat elemental:

r=y (modn) = mcd(z,n)=mecd(y,n). (6.2.11)
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6.3.1 Primeritat 1 factoritzacio

Per tant, per a calcular d no fa falta conéixer el valor d’a™ — 1: solament necessitem el seu
residu modul n. Per a trobar-lo, calculem la poténcia @™ (mod n) usant ’exponenciacio
modular binaria (és a dir, que utilitza la descomposicié de m en base 2) i aixi calcularem
de manera eficient la classe modul n d’a™ i de a™ — 1, sense haver de fer cap calcul que

involucri a nombres més grans que n?.

6.3
CERTIFICATS DE PRIMERITAT

Definicié 6.3.1 (Test de primeritat). Un test de primeritat és un algorisme deterministic per
a determinar si un nombre és primer. Un test probabilisitic de primeritat és una prova o un
conjunt de proves que es poden fer a un nombre enter N i que permeten determinar, amb una
certa probabilitat d’error, que N és primer.

El métode més evident per a determinar si un nombre enter donat N > 1 és primer o no
consisteix a intentar dividir-lo successivament per tots els enters M tals que 1 < M < N |Gra9§|.
Si alguna divisi6 fos possible, aleshores N no seria primer. Aquest procediment ens comportaria
fer N divisions, aixi que no és efectiu.

Tampoc és efectiu usar el teorema de Wilson, [4.6.1] ja que ens implicaria haver de calcular
(n — 1)!, per la qual cosa hauriem de fer n — 2 multiplicacions (que, tot i que puguem reduir
modul n, segueixen sent massa operacions).

De la mateixa manera ens passaria si intentéssim usar el Petit Teorema de Fermat, [4.4.T com
a criteri de primeritat: hauriem de verificar que Va € [2,n— 1] coprimer amb n es té que a" ' = 1
(mod n), amb la qual cosa n pot ser o bé primer o bé un nombre de Carmichael. Cal afegir
que els nombres de Carmichael son terriblement inusuals, aixi que probablement estiguem en el
cas que n sigui primer. Aixi doncs, hauriem de calcular ¢(n) exponenciacions modul 7 (i aixo,
un altre cop, és un nombre massa gran). Una opcio6 for¢a valida seria comprovar la congruéncia
a" ! = 1 (mod n) per a uns pocs valors d’a, per exemple a < logn. D’aquesta forma, si n
compleix les congruéncies podra ser o bé un pseudoprimer en base a per a tot a < logn o bé,
molt probablement, un nombre primer.

TEST DE SOLOVAY-STRASSEN

Proposicié 6.3.2 (Test de Solovay-Strassen). Sigui n > 1, imparell. Son equivalents:

1. n és primer,
n—1

2. a7 = (%) (mod n) per a tot a € (Z/nZ)*.

Demostracia.

1 = 2 Es directament el criteri d’Euler.

2 =1 Suposem, raonant per reducci6 a l’absurd, que n és compost. Si a és coprimer amb n, tenim
que T = (%) (mod n) d’on, elevant al quadrat veiem que a"~' =1 (mod n), aleshores,
n és un nombre de Carmichael. Per les propietats ja vistes per a aquests nombres, sabem

que n = py - - - p. amb els p; primers senars i diferents, i » > 3. Sigui a un enter coprimer
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Test de Miller-Rabin 6.3.4

amb p; tal que <;1> = —1. Si plantegem el sistema de congruéncies
r=a (mod p;)
r=1

<,m0d P2) (6.3.1)

r=1 (mod p,)

sabem per TXResidu que existeix una solucié xg amb 1 < 2y < n. A més, com a és
coprimer amb p; veiem que xz és coprimer amb tots els p; (doncs tots els residus del
sistema son coprimers amb els corresponents moduls): per tant, med(zg,n) = 1. Per tant,
podem calcular el simbol de Jacobi:

()= (6 ()= () (1) = o= s

n-1 n—1
Per hipotesi, z,° = (£) = -1 (modn) = z,> = —1 (mod p,), pero, per altra

n
banda, o = 1 (mod 2) per ser soluci6 del sistema de congruéncies i tal cosa implica que

o2 =1 (mod py). D’aquesta contradiccié deduim que si n compleix [6.3.2,2, aleshores n

és necessariament primer.

A partir d’aquest criteri podem assegurar que un nombre senar major que 1 que compleix
[6.3.212 és primer. El problema que ens trobem, pero, és que verificar [6.3.2]2 requereix massa
calculs, ja que caldria verificar-ho per a tots els valors d’a en l'interval [1,n] de coprimers amb
n. De totes maneres, el fet de tenir un criteri de primeritat permet extreure un test eficient
probabilistic que permet afirmar, amb una alta probabilitat, que un nombre és primer.

Proposicié 6.3.3 (Test probabilistic de Solovay-Strassen). Sigui n > 1,n € Z imparell. Si-

gquin ay, . ..,ax nombres diferents coprimers amb n en Uinterval [1,n]. Aleshores, si es té que
n—1

a;,> = (%) (mod n), per a tot i = 1,2,...,k la probabilitat amb qué n €s primer és major o

wgual a 1 — 2%

Demostracio. Tal demostracié no es troba dins del nivell d’aquest curs, pero es pot consultar a
[Gra98, pag. 217|, on es fa s de morfismes de grups. [

TEST DE MILLER-RABIN

Sin > 11iimparell que satisfa la propietat en la definicié de fortament pseudoprimer per a tota
base a coprimera amb n (excepte per la condici6 de ser compost). Aleshores, n és primer. El
reciproc és cert.

Demostracio. Per la proposicio [6.1.10], n compleix (%) =a"7 (mod n) per a tot a coprimer

amb n. Pel test de Solovay-Strassen, n és primer. El fet que el reciproc és cert es desprén de
(Fermat) i que la congruéncia z? =1 (mod p) solament posseeix solucions 11 —1. |

Observacio 6.3.4 (Test de primalitat AKS). Es coneix un algorisme deterministic i polinomial
(en logn) per a determinar si un enter n és primer o no: el test de primalitat AKS.
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Capitol 7
Criptografia

7.1
CRIPTOGRAFIA DE CLAU SECRETA

CESAR

Definicié 7.1.1 (Cifratge de César). En aquest criptosistema, el primer que s’ha de fer és
codificar el missatge X donat, que suposarem que conté solament caracters de 'alfabet (excloent
els espais i la lletra ). Associarem a les 26 lletres de I’alfabet els nombres del 0 al 25 en 'ordre
usual. La clau K es fixa com un enter en l'interval del 0 al 25.

Per a encriptar, donat un missatge X (que suposarem ja codificat, amb la qual cosa esta
format per enters del 0 al 25). A cadascun dels nombres que el formen li sumem K i reduim el
resultat modul 26 per a tornar a obtenir un altre cop obtenir enters en [0, 25].

Si descodifiquem el missatge obtingut, és a dir, substituim per les corresponents lletres de
I’alfabet, obtenim el missatge Y que s’envia: el missatge encriptat. En esséncia, estem movent
les lletres del missatge K posicions cap a la dreta.

Per a desencriptar el missatge Y rebut, el receptor ha de desfer el procés usant la clau secreta
K: primer transforma les lletres de Y en nombres de 'interval [0, 25] (codifica), després es resta
K a cadascun dels nombres obtinguts i redueix el resultat modul 26 (agafa el representant [0, 25]

de cada resultat), i finalment transforma els nombres obtinguts en les corresponents lletres de
I’alfabet.

Notacio 7.1.2. Identifiquem un missatge de text amb el corresponent missatge codificat (és a
dir, suposem que els missatges son cadenes d’enters en l'interval [0, 25]), els processos d’encrip-
tatge i desencriptatge venen, per tant, donats per una funcio i la seva inversa, ambdues a valors
en Z/267Z, i aquesta funci6é és simplement sumar la component K en cada component, amb la
suma en Z/26Z:

o X =(21,...,2,) € (Z)267)" = X+ K =01+ K, 23+ K,... 2, +K) € (Z/26Z)".

e SiX4+K: =Y =(y,....0n) = Y—K=(—K,1pp—K,...,yn—K) =X € (Z/26Z)".
On X és el missatge a enviar i Y el missatge encriptat que s’envia. Després de desencriptar Y
s'obté Y — K , el qual correspon clarament al missatge original X, donat que s’han aplicat en les
components les funcions inverses F(r) = x + K, F~!(y) = y — K, ambdues definides en Z/26Z.

Exemple 7.1.3. Si dues persones A i B han acordat usar la clau K = 10 esbrina el missatge
que ha enviat A si B rep Y = WKVNSDYFSBEC.
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7.1.1 Criptografia

Resolucio. Codificant Y, obtenim que C(Y) = {22,10,21,13,18,3,24,5,18,1,4,2}. Desencrip-
tem restant K = 10 a cada component i reduint modul 26: C(Y)—K = {12,0,11, 3,8,19, 14, 21,
8,17,20,18}. Les lletres corresponents a aquest missatge formen el missatge MALDITOVI-
RUS. |

Definicié 7.1.4 (Criptosistema). Un criptosistema és una quintupla (7, C, K, E, D) tal que

e T és el conjunt finit de textos possibles,

e (' és el conjunt finit de textos encriptats possibles,

e K és el conjunt finit de claus possibles,

e per a cada k € K, hi ha una funcié d’encriptatge e, € F i una funcié de desencriptatge
dr € D tal que di(ex(z)) = x, per a tot text x € T.

Propietat 7.1.5 (Propietats d'un bon criptosistema).

1. Per a tot k € K, les funcions d’encriptatge i desencriptatge e, i dy es poden calcular
efectivament en un temps polinomial.

2. Donat un text encriptat, ha de ser dificil per un intrus sense la clau k € K poder-la trobar
i el text original. En altres paraules, qualsevol atac que intenti sigui un algorisme no
polinomial.

3. Aquesta dificultat ha de ser constant, tot i que [’enemic conegui com funciona el criptosis-
tema: la sequretat es basa en mantenir secreta la clau K (principi de Kerchhoffs).

El cifratge de César, descrit sota aquest esquema (assumint que el missatge ja s’ha codificat)
té els seglients elements:
L. (T =12/262)™,
2. C'=(Z/26Z)™, per a un m apropiat, K = Z/26Z,
3. Donat k£ € K, la funci6 e, de T en C, és la funcié que en cada component ve donada per
er(r) = x + k. Per ultim, la funci6 dy de C' en T és la que en cada component té la llei

de(y) =y — k.

Observacié 7.1.6. Recordar que com aquestes funcions estan definides en les classes residuals
que formen Z /267 (on per a cada classe agafem sempre el representant de 'interval [0, 25]), les
formules anteriors, per exemple ex(z) = x + k. Cal interpretar-les com congruéncies modul 26.

Definicié 7.1.7 (Transformacions afins). Transformacions més generals son les transformaci-
ons afins:

fap) = Eap(m) =am+b (mod 26), (7.1.1)

amb a,b € Z la clau 0 < a,b,m < 26, i med(a,26) = 1. Podriem definir la seva inversa, doncs,
com

f(;l) = Dapy(c) = a'(c—b) (mod 26), (7.1.2)

on a~! és la inversa multiplicativa d’a modul 26.
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RSA 7.2.1

7.2
CRIPTOGRAFIA DE CLAU PUBLICA

RSA
Generalitats

La criptografia de clau publica radica en la idea d’una funcié bijectiva f tal que donada f és
impossible calcular practicament la seva inversa.

Si S = Z/nZ per a n = pg, amb p i g primers grans, volem veure que existeixen funcions
f S — S bijectives que, tot i que es conegui la seva expressio i el valor de n, no es coneixen
algorismes que permetin calcular en temps quadratic la seva inversa.

En particular, no es pot determinar la inversa de f excepte si es factoritza n, la qual cosa
fa que el sistema sigui segur, ja que per a p i ¢ suficientment grans no existeixen algorismes
quadratics per a factoritzar n = pq.

Exemple 7.2.1 (Funcionament d’un criptosistema de clau privada). Bob té una clau publica
que, com bé indica el nom, és de domini public. Identifiquem aquesta clau publica amb una
funcié f amb les propietats ja especificades. Quan Alice vol enviar un missatge M € S a Bob,
I'encripta usant la clau puablica f : S — S obtenint f(M) = X € S, el missatge encriptat.
Sera tnicament el Bob qui pugui desencriptar tal missatge, ja que comptarad amb informaci6
secreta que li permetra precalcular la funcié inversa de f, f~!. Aquesta informacioé privada és
el que anomenem la seva clau privada: ara, Bob podra desencriptar el missatge X obtenint
YX)= M.

Vegem que, en cap cas, els dos han compartit informacié secreta. De fet, no ha sigut (ni
és) necessari que Alice conegui la clau privada: ella solament necessita la clau publica amb qué
encriptar el missatge.

En el sistema concret que veurem és S = Z/nZ on el valor de n i de la funci6 f son publics,
on n = pqg amb p i ¢ primers grans i secrets. Veurem que la tnica manera que es coneix de
determinar la inversa de f és coneixent els divisors primers p i ¢ de n de manera que la seguretat
del criptosistema es basa en qué no existeixen algorismes eficients per a factoritzar tals n i trobar

p,q.

Atacant RSA

Suposem que la clau publica de la Berta és (n,e) i la seva clau de desencriptatge és d tal que
ed = 1 (mod p(n)). Si féssim capacos de factoritzar n = pq, aleshores podriem computar
en)=(p-1(q—1)=pg— (p+q) + 1. D’aquesta manera, podriem computar d i, com hem
vist, sabriem factoritzar n. En altres paraules, podriem trencar el criptosistema RSA.

©(n) | Suposem n = pq. Donat ¢(n), és molt facil computar p i g. Tenim que

pn)={@-1(¢-1)=pg—(p+q) +1; (7.2.1)

hem descobert tant pg =n com p+ ¢ =n+1— ¢(n). Aixi doncs, coneixem el polinomi

2> — (p+q)r+pg = (x —p)(z —q), (7.2.2)

les arrels del qual son pig. Aquestes arrels es poden trobar fent s de la férmula quadratica.
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Suposant que p i ¢ sén relativament propers, és facil factoritzar n usant el métode de
factoritzacié de Fermat. Suposem n = pg amb p > ¢q. Aleshores,

n = (7%)2 - <7%)2. (7.2.3)

Com que p i g estan relativament a prop,

s=2"1 (7.2.4)
2
és petit 1
t = ]% (7.2.5)

és lleugerament més gran que /n i t> —n = s? és un quadrat perfecte. Aleshores, ens
destinem a provar, tal i com hem proposat en [6.2.4)

t

[v/n] + 1, calcular t* — n = s?
[V/n] + 2, calcular a® —n = s? (7.2.6)

Anem provant valors fins que 2 — n sigui un quadrat perfecte s2. Aleshores, ens quedaria

p=t+sig=t—s.
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