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Introduccio

Tuvimos, hombre, tiempo para que nuestra sed fuera sacidndose, el ancestral deseo
de enumerar las cosas y sumarlas, de reducirlas hasta hacerlas polvo, arenales de
niimeros. Fuimos empapelando el mundo con niimeros y nombres, pero las cosas

existian, se fugaban del niimero, enloquecian en sus cantidades, se evaporaban
dejando su olor o su recuerdo y quedaban los niimeros vacios.

Pablo NERUDA, Oda a los niimeros

Primer de tot, trobareu que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats

seguint el meu propi criteri i, de tant en tant, seguint 1’ordre cronologic del curs. Hi ha capitols,

seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions). Us faig cinc céntims de com he organitzat els

encapgalaments de cada pagina:

1.

\S

el niumero de 'altim capitol /seccié /subseccio, depén de la profunditat que hi hagi definida
en aquell moment, figurara en cada cantonada superior de pagina parella (per exemple,
1.2);

el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per
exemple, «Divisibilitat i nombres primers» );

el nom de 'altima secci6/subseccié de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, «Polinomis: algorisme d’Euclides»);

el namero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiliestio es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta, destacat en el color de la seva capgalera corresponent

(per exemple, 1.2.3).

A més, hi ha una taula, la taula de continguts. En aquest sentit, tal com acabem de dir,

es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per poder treballar de manera

més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. D’aquesta manera, si busqueu

una definicio, un teorema... podreu distingir que estan destacats amb colors diferents (ara els

introduim) i trobar-los molt rapidament:

1.

2.

Teoremes, proposicions, lemes, corol-laris, propietats, conjectures, processos i exercicis

tindran aquest format (capgalera destacada amb color gris fosc):

Teorema. Compte! L’enunciat del teorema també sera en cursiva! Jove xef, porti whisky

amb quinze glagons d’hidrogen, cot!
Les definicions i notacions tindran aquest format (capgalera de color gris clar):

Definici6. Aqueix betzol, Jan, comprava whisky de figa.



INTRODUCCIO

5. Les remarques i exemples tindran aquest format:
Observacio. Zel de grum: quetxup, whisky, café, bon vi; ja!

Després de molts anys fent-ho malament, ara sol quedaran numerades aquelles equacions a les
quals em referiré més endavant. Es la filosofia dominant en la majoria de textos matematics (té
nom i tot, es diu la regla d’Occam).

Per 1ltim, m’estalviaré de comentar I'index terminologic perqueé el seu proposit és clar i, en
efecte, paral-lel al de 'organitzacié d’aquest document: poder facilitar-vos al maxim la feina
per localitzar qualsevol concepte que desitgeu. Espero que us serveixin d’alguna cosa aquests

apunts, els he fet amb tot 'amor del moén. Sort!

Mario VILAR

Sitges, Barcelona
22 de gener de 2024
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Els nombres reals

1.1
CONCEPTES PREVIS

Demostrem [’existéncia i unicitat d’un cos ordenat, arquimedia 1 complet per successions, els

reals, a partir de les successions de Cauchy de nombres racionals.

Definicié 1.1.1 (Relacio d’ordre). Una relacio d’ordre < en un conjunt A és reflexiva (v < x
per a tot z € A), antisimétrica (si z < y i y < z aleshores z = y) i transitiva (siz < yiy < z,

x < z). Es total si, amés, v <y o bé y < x per a qualssevol 7,y € A.

Definicié 1.1.2 (Cos totalment ordenat). Un cos (K, <) és totalment ordenat si té una relacio

d’ordre total tal que:

1. Siz,y,z€ K, z <y, aleshores x + z < y + z.
2. Six,ye€ Kamb 0 <xi0 <y, aleshores 0 < xy.

Propietat 1.1.3. Sigui K un cos commutatiu totalment ordenat 1 x,y € K. Aleshores:
1. x| <y si, i només si, —y <z <vy.
2. e +y| < x|+ |y| (desigualtat triangular).
I =z =yl <zl = lyl, [zl <yl + |z =yl i fJz] = [yl] < [z —yl.

Teorema 1.1.4. Sigui K # {0} un cos commutatiu totalment ordenat. Existeix una aplicacio
®: Q — K wnjectiva amb:

1. Oz +y) = d(x) + P(y),

2. O(zy) = (x)P(y) i si x <y, llavors P(z) < D(y) (P conserva lordre).

Identificant Q amb ®(Q), tenim Q C K

Definicié 1.1.5 (Suprem i infim). Definim el suprem d’un conjunt A com la minima de les
cotes superiors d’A, i el denotem per sup A. Analogament, si existeix el maxim de les cotes
inferiors d’A "anomenem infim d’A i el denotem per inf A.
1. k és suprem d’A si, i només si, k és cota superior d’A i si j # k també ho és, k < j.
Analogament per a I'infim.

2. Si un conjunt ordenat té maxim o minim, aquest és unic.



Els nombres reals

1.2
CONSTRUCCIO

Definicié 1.2.1 (Cos arquimedia). Un cos totalment ordenat K es diu arquimedia si el conjunt
dels ntmeros naturals N no esta acotat superiorment en K. Es a dir, per a tot z € K existeix

n € N tal que = < n.

Definicié 1.2.2 (Successio convergent). Una successio (a,), és convergent a ¢ € K (K com-
mutatiu totalment ordenat) si per a tot £ > 0 existeix ng € N de manera que |a,, — ¢| < €, per a

tot n > ng. En tal cas, posem lim,, a,, = /.

Propietat 1.2.3.

1. Si una successio té limit, aquest és unic.
2. Tota successio convergent €s acotada.

3. S8t a, = a, b, —0b, llavors a, + b, - a+0b i a,- b, — ab.

Proposicio 1.2.4 (Successio de Cauchy). Sigut K un cos commutatiu totalment ordenat. Si
(an)n C K és convergent, aleshores per a tot € > 0 ezisteiz ng € N de manera que |a, — a,,| < ¢,

per a tot n,m > ng. Aquesta successio pren el nom de successid de Cauchy.

Definicié 1.2.5 (Complet per successions). Un cos totalment ordenat K és complet per suc-

cessions si tota successio de Cauchy és convergent en K.

Hi ha successions de nombres racionals que son de Cauchy pero no sén convergents en Q, és

a dir, Q no és complet per successions, a diferéncia de R.

Definicié 1.2.6 (Cos dels reals, R). Es un cos commutatiu, totalment ordenat, arquimedia i

complet per successions.’

Teorema 1.2.7. FEuxisteix un cos totalment ordenat, arquimedid i complet per successions; a

més, és unic llevat d’isomorfisme.

Teorema 1.2.8 (Propietat del suprem, de I'infim). Tot conjunt A C R no buit acotat superi-

orment té suprem. Analogament, tot conjunt A diferent del buit acotat inferiorment té infim.

Teorema 1.2.9 (Teorema dels intervals encaixats). Sigui (I,), C R una successié d’intervals
tancats, diferents del buit®, complint que:

/. Peratotn, I,4+1 CI,.

2. (I(1p))n — 0, on (1) denota la longitud de l'interval I,,.

I Equivalentment, per definir R es pot demanar un cos commutatiu, totalment ordenat que compleixi la propietat
del suprem, 1.2.8.
2 Es important perqué [({z}) = (§) = 0.



Construccio 1.2.14

Llavors, existeiz x € R i (), I, = {z}.

Demostracio. Per a tot n € N triem ¢,, € I,,. Comprovem que la successio (¢, ), és una successio
de Cauchy. Sigui m > n. Donat que, per una banda, ¢, € I, i per 'altra ¢, € I,,, C I,. Tenim
que |¢n, — | < U(I,) — 0 si n — oo. Per tant, donat € > 0 existeix ng € N tal que I(,,) < ¢ si
n > ng. En particular, deduim que si m,n > ng, llavors |c, — ¢, < €1 (¢,), és una successio de
Cauchy i, per tant, convergent. Sigui, doncs, = € R tal que (¢,), — =.

Escrivim I, = [ay, b,]. Donat que I,,,1 C I, es compleix que a, < apyq 1 by < b, (els a
iels b es van apropant). A més, per a tot m > n, a, < ¢,, < b,, prenem limits cap a l'infinit
sobre m obtenim a,, < z < b,, de manera que = € [, I,. Finalment, si z,y € ), I, llavors

|z —y| <I(I,) — 01i, per tant, x = y. [ |

Observaci6 1.2.10 (Repas de successions). Prenem un cos commutatiu, totalment ordenat i
arquimedia K. Tota successié convergent hi és acotada, i tota successi6 de Cauchy també,
acotada. En canvi, si K no és complet per successions no podem dir que:
1. Una successio de K és convergent si, i només si, és de Cauchy (la condicié necessaria no
es compleix sempre).

2. Tota successi6 monotona i acotada de K és convergent.

Teorema 1.2.11 (de Bolzano-Weierstrass). Tota successio acotada de nombres reals té una

parcial convergent.

Definicié 1.2.12 (Seéries de nombres reals). Sigui (a,), una successié de nombres reals. Una
N . . ., . . n ,
serie »  a, és convergent si la successi6 de sumes parcials (s,), definida per s, = > _ ay és
convergent. Una série ) a, de nombres reals es diu absolutament convergent si ) |ay| és

convergent.
Proposicio 1.2.13. Si la série ) a, €s convergent, llavors a, — 0.

Proposicio 1.2.14. En el context d’una successio de nombres reals, absolutament convergent

implica convergent. Es a dir, tota série de nombres reals absolutament convergent és convergent.
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Continuitat en espais metrics

2.1

ESPAIS METRICS

Definicié 2.1.1 (Espai métric). Un conjunt X es diu espai meétric si hi ha una aplicaci6 d :
X x X — [0, 400) complint que:

1od(z,y) =0 < x =y,

2. per a tot z,y € X tenim d(z,y) = d(y, x),

3. per atots z,y,z € X, d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (desigualtat triangular).

L’aplicacio d és la distancia o metrica i denotem l'espai métric per (X, d).

Exemple 2.1.2 (Espai de les funcions continues). Per a,b € R, a < b, sigui C([a,b]) = {f :
[a,] — R | f és continua}. Llavors, (C([a,b],d) és un espai métric amb la distancia del suprem

definida per:
d(f.9) = lf = gllec = sup |f(x) — g(z)].

z€[a,b]

Definicié 2.1.3 (Boles oberta i tancada). Sigui (X, d) un espai métric, p€ X i R > 0.

1. La bola oberta de centre p i radi R, B(p, R), és el conjunt B(p,r) = {qg € X ‘ d(p,q) < R}.
2. La bola tancada de centre p i radi R, B'(p, R), és el conjunt B'(p,r) = {qg € X ’ d(p,q) <
R}.

Definici6é 2.1.4 (Punt interior, adherent).

1. Sigui EC X ip € X. p és un punt interior a FE si existeix 0 > 0 tal que B(p,d) C E. Un
obert és aquell en qué tot punt d’E és interior (E =F).

2. Sigui E C X ip € X. pés un punt adherent a E si per a tot § > 0 es compleix que
B(p,§)NE # (. Un tancat és aquell en qué tots els punts adherents a E son d’E (E = E).

Definici6 2.1.5 (Acotat). Un subconjunt £ C X és acotat si existeix p € X i R > 0 complint
que E C B(p, R).

2.2

SUCCESSIONS EN ESPAIS METRICS

Definicié 2.2.1 (Successié convergent en un espai métric). Sigui (X, d) un espai métric. Una
successio (z,), C X és convergent en X si existeix x € X tal que per a tot € > 0 existeix ng € N

tal que per a tot n > ng, es compleix d(z,, ) < e.
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Observacio 2.2.2. Analogament, una successio (z,), C X no és convergent en X cap ax € X

si existeiz un € > 0 tal que per a tot ng € N existeiz un n > ng tal que d(z,,z) > ¢.

Propietat 2.2.3 (Propietats de les successions).
1. Si (), €s convergent, llavors el limit és unic.

2. Si(xy)n €s convergent, (x,), €s acotada. El reciproc, en general, no és cert.

Definicié 2.2.4 (Successio de Cauchy). Una successio (z,), C X és una successi6 de Cauchy
en X si per a tot € > 0 existeix ng € N tal que per a tot m,n > ng es dona que d(z,, z,,) < €

(la cua de la successio, en particular, els seus punts, disten pocs entre ells). També,
Ve > 0dng € N | Ym >n > ng, d(z,, T,) < €.

Observacio 2.2.5. Una successio no és de Cauchy si existeix € > 0 tal que per a tot ng € N

existeixen m,n > ng complint que d(x,, x,,) > €.

Propietat 2.2.6.
1. Si(zp)n C X és de Cauchy, (z,), és acotada.

2. Tota successio (), C X convergent és de Cauchy en X, pero no tota successid de Cauchy
€s convergent.

3. Sigui (), C X tal que per a tot n > 0 tenim d(x,1,x,) < 27". Aleshores, la successio
(Tn)n €s de Cauchy.

4. Sigui (z,,), una successio de Cauchy tal que té una parcial convergent a x; llavors, (x,),

té limit x.

Definicié 2.2.7 (Espai métric complet). Diem que un espai métric (X, d) és complet si tota
successié compleix la propietat 2.2.6, apartat 2., que a priori no era certa; és a dir, si tota
successio de Cauchy en X és convergent en X. D’aquesta manera tenim certs espais amb una

condici6 necessaria i suficient entre ser de Cauchy i convergencia.

Proposicié 2.2.8 (Equivaléncia entre tancat i tancat per a successions). Sigui (X, d) un espai

metric 1 E C X. Son equivalents:

1. E és tancat 1

2. E és tancat per a successions, és a dir, si (x,), — x € X, llavors x € E.

Demostracio.

= Suposem que (z,), C Etal que x,, — z, x ¢ EF; ésadir,z € X\ E. Com estem suposant F
tancat, es verifica X \ E obert i, per tant, existeix € > 0 tal que B(z,e) C X \ E. Perd com
(n)n — x, existeix ng tal que per a tot n > ng tenim d(x,, ) < eix, € B(r,e) C X\ E,
pero (z,), C F per hipotesi, contradicci6. Per tant, x € E.
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< Suposem que E és tancat per a successions. Volem veure que E és tancat o, equivalentment,
X\ E és obert. Si X'\ E no és obert, llavors existeix un punt z € X \ E que no és interior.
Tenim, aleshores, que per a cada ¢ > 0, B(z,e) N E # (. En particular, triant ¢ = %,
existeix (z,), determinada per z, € B(z, =) N E, amb el que z,, € E i com d(z,, ) < +,
(zy)n — . Per hipotesi estem suposant que E és tancat per successions, i es verifica que

x € F, contradiccié amb la suposicié que x no és interior. ]

Observacio 2.2.9. Si (X, d) és un espai métrici £ C X, € E si, i només si, existeix una

successio (x,), C F tal que (x,), — .

Teorema 2.2.10. Sigui E C R no buit. Llavors E és obert si, i només si, £ és unio finita o

numerable d’intervals oberts.

2.3
COMPACTES

Definicié 2.3.1 (Compacte). Sigui (X, d) un espai métric. Un conjunt K C X és compacte si
de tot recobriment (no necessariament finit) per oberts de K en podem extreure un subrecobri-

ment finit.

Proposicié 2.3.2. Si (X,d) és un espai meétric i K C X és compacte, llavors:

1. K és acotat © tancat. La tmplicacio contraria no es compleix a priori.

2. Tot subconjunt F' tancat de K és compacte.

Demostracions, no entren a examen.
1. Provem que K és acotat. Per a cada x € K, considerem B(z,1). Llavors, es compleix
que K C U,cx B(z,1). Com per hipotesi K és compacte, existeixen xq,...,2, € K
tals que K C |J;_, B(z;,1). Pero observem que per a tot j = 1,...,n es compleix que

B(z;,1) C B(z1,1+d(xj, 1)), donat que si y € B(x;,1), aleshores:
d(y,z1) < d(y,x;) +d(z;,x1) < 14+ d(xj, x1).

Prenent M =1+ maxjc(, . ) d(21,2;), tenim que K C Bz, M); és a dir, K és acotat.

Veiem ara que K és tancat. Sigui (z,), C K tal que (x,), — x. Volem veure que z € K.
Suposem x ¢ K i arribem a contradicci6. En particular, per a tot z € K,d(z,z) > 0.
Prenem per a tot z € K, 1. = 1d(z,x) > 0. Llavors es verifica que K C |, B(2,7:)-
Com que K és compacte, existeixen zy,...,%, € K complint que K C J, B(zi,7s,)-
Ara beé, donat que J,{z.} € K C U, B(z,1s,), existeix i tal que el conjunt {n | z, €
B(zi,1n.,)} ¢és infinit. Per tant, podem construir una parcial (z,, ), de la successio (z,),

complint que (x,, ) C B(zi,1,). Donat que (z,), — =, llavors també (z,, ) — =. Per
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tant, existeix ko > 1 tal que, per a tot k > ko, d(z,,,x) < %d(zi,x). En particular, si
k > kg fixat, tenim

1 1 1
d(zi, x) < d(zi, Tp, ) + d(zp,, x) <0, + §d(zi,a:) = §d(zi, x)+ §d(zi, r) = d(z;, 1),

que ens porta a contradiccio.

2. Siguin (G;); oberts continguts en X tals que F' C |J; G;. Com F' és tancat, X \ F' és obert
iK ClJ,G;UX\F. Com K és compacte, tenim i, . .., iy, tals que K C U;n:1 Gy, UX\F.
En particular, F' C U;nzl G, 1, per tant, F' és compacte. [ ]

Definici6é 2.3.3 (Compacte per successions). Sigui (X, d) és un espai métrici K C X. Es diu

que K és compacte per successions si tota successio (x,), C K té una parcial convergent en K.

Proposicio 2.3.4. Sigui (X, d) un espai métric i1 K C X. K és compacte per successions si, i

només st K és compacte.

Corol-lari 2.3.5 (Producte cartesia de compactes). Siguin (X,d) i (Y,d') espais métrics i K C
X, J CY compactes. Llavors, K x J és un compacte en X x Y.

Demostracio. Sigui (z™), C K x J' una successié6 en K x J, on " = (z7,2%). Donat que
(x),, és una successio en el compacte K, existeix una parcial (z]*); de la successié (z), i un
1/n P ) p 1 )k 1/n
punt z; € K tal que (2]*)r — 21 quan k — oo. Ara tenim que (z5*); és una successio en el
. . . Nk v . .
compacte J. Per tant, existeix una parcial (z, 7); de la successio (z5*); 1 un punt x5 € J tal que
(zy7); = @3 quan j — oo. Llavors, es compleix que (z"%); — (21, 22) quan j — co. Deduim,

en particular, aplicant induccio, que [aq,b1] X -+ X [am, by és un compacte en R™. [ |

Teorema 2.3.6 (de Heine-Borel). Sigui K C R™. Llavors, K és compacte si, i només si, K

és tancat v acotat.

Demostracio. Ja hem vist que si K és compacte, K és tancat i acotat, i volem veure el reciproc.
Suposem que K C R"™ és tancat i acotat. Donat que és acotat, existeixen aq,...,a, i b1,...,b,
tals que K C [ag, by] X - - - X [ay, b,] és un compacte. Llavors, K és un tancat inclos en el compacte

[a1,b1] X -+ X [a,, b,] 1, en conseqiiéncia, K és compacte. [ |

2.4
ESPAIS NORMATS

Definicié 2.4.1 (Espai normat). Un espai normat (F, || - ||) és un espai vectorial E juntament
amb una aplicaci6 (norma) ||| : E — RT U {0} complint:
1. ||z|| = 0 si, i només si, x = 0.

I Canviem de notacié aqui perqué utilitzarem els subindexs per a denotar cadascuna de les dues components.
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2. | Az|| = |\ - ||=|| per a tot & € E i per a tot escalar A.
I e+ yll < flell + llyll per a tot z,y € E.
Si E és un espai normat, llavors d(z,y) = ||z — y|| és una distancia en F, amb el que (E,d) és

un espai meétric.

Exemple 2.4.2 (L’espai de les funcions continues). També, (C([a,b]), || - [[s) és un espai nor-

mat amb la segiient norma:

[flloe = sup [f(2)], f € C([a,b]).

z€la,b]

Exemple 2.4.3 (/7). Per a 0 < p < o0, denotem per ¢* l'espai de successions ¥ = {zr =

(Zn)n C R | [|]|, < 400}, tal que:

], = (Z xnlp);-

n

Es pot comprovar? que per a 1 < p < +o0, (¢#, || - ||,) és un espai normat.

Teorema 2.4.4 (Desigualtat de Holder). Sigui 1 < p < 4+o0. Llavors:

/

1
P p
Sio ol < (S} (Sr)
on p' és 'exponent conjugat que ve determinat per la relacid % + z% =1.

Demostracio. Posem x = {x,} 1y = {yn}, i podem suposar que 0 < ||z]|,, ||y|lyy < +o00. Definim
z=Az,} iw={w,}, on z, = Mot L wn = - Observem que |zll, =11 Jw|y =1, de manera
P

que només ens cal provar que » _ |z,w,| < 1. A partir de la desigualtat:

1 1.
ab < —a” + =V, a,b >0, (2.1)
p p

obtenim:

1 1 o1 1, »B81 1
2nWn| < = NznP+ = > fwal” = = |l2]p + Sllw|l) = -+ 5 =1,
;| | p;l | p,;l | pH [8 p,H [ Pl

Ens ha faltat, pero, provar (2.1). Solament cal fer-ho per als casos a,b > 0. Utilitzant que

I’exponencial és convexa, i que 0 < %,1% <1i 1—17 + :z% = 1, obtenim:

/
ab = elogaJrlogb — e(%logal’—‘rﬁlogbl’) < 1610gap + lelogbp’ _ lap n l ng bp/_ -
p p p '
2 (P és un espai vectorial, per a p > 1 tenim que (¢, || - ||,) és un espai normat i, per a p < 1, (¢*,d,) és un espai

metric.
’
® Hem usat que ||z[|5, lw|[?, = 1, ja que hem vist abans que ||z|p, [[wl|, = 1.
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Teorema 2.4.5 (Desigualtat de Minkowskii, o desigualtat triangular de /7). Siguil < p < +00,
ix,y € 6. Llavors, ||z +ylly < [zl + |lyll,-

Demostracio. Ja sabem que ||z + yl, < oo. Tenim:

”$+y”£ = Z | Zntynl” = Z |xn+yn’pil'|xn+yn| < Z |$n+yn|p71'|xn|+z ’xn+yn|p71"yn‘-

n n

Posant a,, = |x,| i b, = |z, + y.|P~!, i observant que p'(p — 1) = p*, apliquem la desigualtat de
Holder:

1 L/ 1 1
Z|xn|-|xn+yn|p_l < (Z ]xn|p)p (Z|xn+yn|p/(p_1)) = <Z|xn|p>p <Z |xn+yn|p>p

n n n n n

I aquest altim producte equival a ||z||, - ||z + y||p/ P'. Analogament, trobem:

’ W » ’
D |yl by < (Z Iyn|p> (len+yn|p'(”‘”> = (Zlynlp) (Z Iwn+ynlp>

|p/p

que és ||lyll, - [z + vyl Per tant, hem vist que

’ p*ﬁ
lz +yllp < (lzlly + lylp)llz + 92" = llz+ylp ™ < 2l + lyll,

Si usem que p — 1% =p(l— z%) = 1, obtenim finalment:

[z +yllp < llzllp + [[Yllp- =

Exemple 2.4.6 (Espais de funcions). Els espais de funcions £P[a,b]. Per 0 < p < oo, definim

LP[a,b] com 'espai de funcions f : [a,b] — R mesurables amb

i = b|f<x>\pdx)’l’ .

Per tal que || f||, = 0 impliqui que f = 0 cal identificar com iguals dues funcions que coincideixen
a tot arreu excepte un conjunt de mesura nul-la. La desigualtat de Holder en aquest cas ens diu

que si 1 < p < oo, llavors

Llavors, de la mateixa manera que abans, es té que (LP[a,b],| - |,) és un espai normat si

1 <p < oo. En canvi, per 0 < p < 1 és un espai meétric amb la distancia d(f,g) = ||f — g][?.

4 El p’ de 2.4.4, el complementari de p o, en altres paraules, aquell que complia % + i =1

10
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2.5
LIMITS I CONTINUITAT

Definicié 2.5.1 (Punt d’acumulacio). Sigui X un espai métrici £ C X. Un punt p € X és
d’acumulaci6 en F si per a tot € > 0 tenim (B(p,¢)\ {p})NE # 0. Un punt d’acumulaci6é també
rep el nom de punt limit d’E, i és equivalent a dir que hi ha una successio (x,), C E\ {p} amb

Tp — P.
Definicié 2.5.2 (Punt aillat). En cas que (B(p,¢) \ {p}) N £ = 0, tenim un punt aillat.
Definicié 2.5.3 (Limit). Siguin (X,dx) i (Y, dy) espais meétrics, E C X i f: E — Y, p punt

d’acumulacio.

lim f(z) =0 <= Perae>035>0]|0<dx(z,p) <6, € E = dy(f(x),0) <e.

T—p
Proposicié 2.5.4. Siguin (X,dx) i (Y,dy) espais metrics, E C X ¢ f : E — Y, p punt

d’acumulacio.

lim f(z) =0 <= (x,)n C E\ {p} | h,{n%"b =pi lignf(xn) =/

T—p
Definicié 2.5.5 (Funci6 continua). Siguin (X,dy) i (Y,dy) espais métrics, E C X i f: E —

Y, x9 € E. f és continua en x si:
Ve > 035 = 6(xo, ) | 0 <dx(xz,z9) <6 = dy(f(z), f(x0)) <e, Vx € E.

Equivalentment, si per a tota successio (x,), C E amb lim, z, = zo, lim, f(z,) = f(zo). Una

funcio (tota ella) és continua si, i només si, és continua per a tot xg € E.

Exemple 2.5.6. F : C([0,1]) — C([0,1]) definida per F(f) = f? és continua. En efecte,
sigui f € C([0,1]) i posem My = sup,coq |f()|. Sabem que M; és finit, ja que tota funcio
continua en el compacte [0, 1] (en qualsevol compacte de la recta real a tal efecte) és acotada.
Per g € C([0,1]) tenim:
(), F(g) = (%) = sup 1) — gl
ze|0,

Per a z € [0, 1] tenim:
5

f(2)* = g(2)’] = |f () — g()| - | f(2) + g(2)| < d(f,9) - |f(z) + g()]
< d(f,9)(|g(x) = f()| +2|f (2)]) < d(f, 9)(d(f, g) + 2My).

Aleshores, donat £ > 0 si prenem § = min(1, ﬁ) (que en aquest cas depén de f) podem

definir g € C([0,1]) amb d(f,g) < 0 tal que:

d(F(f), F(9)) < d(f,9)(d(f, g) +2My) < d(f,g)(1 + 2My) <,

amb el que hem provat que F' és continua.

(
(

5 Per d(f,g) s’entén que prenem la distancia del suprem, do(f, g) = Sup,eqo,1) [f(2) — g(x)[. En qualsevol cas,
és evident que amb aquesta definicio |f(x) — g(z)| < d(f, g).

11



(S

Continuitat en espais meétrics

Definicié 2.5.7 (Funci6 acotada). Sigui (X, dx) un espai métric, £ C X i f: E — R". Diem
que f és acotada si existeix M > 0 tal que per a tot z € E, |f(z)] < M. Una manera menys

habitual (i, per tant, més rellevant) d’enunciar-ho és: si existeix M > 0 tal que sup,.z |f(z)| <

M, o bé f(E) C B(0, M).

Proposicié 2.5.8. Siguin (X, dx),(Y,dy),(Z,dz) espais métrics, E C X. Siguin f : E —Y,
continua enp € E i g: f(E) — Z, continua en f(p), respectivament. Llavors, go f: E — Z

€s continua en p.

Demostracio, no entra.
1. Donat que g és continua en f(p), per a cada € > 0 existeix § > 0 tal que per a tot y € f(FE)

amb dy (y, f(p)) < 9, es compleix que dz(g(y), 9(f(p))) < e.
2. Donat que f és continua en p, donat aquest 6 > 0 (per a tot § > 0; en particular, el de

lapartat anterior) existeix 7 > 0 tal que per a tot x € E, dx(x,p) < 1, es compleix que
dy (f(x), f(p)) < i, per I'apartat anterior, dz(g(f(2)), g(f(p))) < e.

Tot plegat ens dona que g o f és continua en p. [ ]

Teorema 2.5.9. Siguin (X, dx) i (Y,dy) espais meétrics i f : X — Y, son equivalents:
1. f és continua en X.

2. Per a tot T tancat en Y, f~Y(T) és tancat en X.
3. Per a tot U obert en'Y, f~H(U) és obert en X.

Teorema 2.5.10. Siguin (X,dx) i (Y,dy) espais métrics i f : X — Y, f € C(X). Si X és
compacte, f(X) és un compacte d’Y .

Demostracio, no entra. Provarem que f(X) és compacte, comprovant que és compacte per suc-
cessions. Sigui (y,), C f(X). Llavors, per a cada n > 1 existeix x, € X complint que
f(zs) = y,. Donat que, per hipotesi, X és compacte, existeix una parcial (x,, )y C (2,), 1 un
punt z € X tals que (z,, ) — =. La continuitat de f ens dona que y,,, = f(z,,) = f(z) € f(X).
Per tant, el conjunt f(X) és compacte. |

Ara hem de tenir present qué era una funcié acotada, 2.5.7.

Corol-lari 2.5.11. Sigui (X,dx) espais métrics i f : X — R"™ (compte perque (Y, dy) ja no

és un espai metric qualsevol), f € C(X). Aleshores, f és acotada.

Demostracio, no entra. Donat que X és un compacte i f és continua en X, per 2.5.10 tenim

que f(X) és compacte i, en particular, és un conjunt acotat. Es a dir, f(X) c B(0, M). [ |

Corol-lari 2.5.12. Sigui (X,dx) espai metric compacte i f : X — R una funcid continua i
sigui M = sup,cy f(z) i m = inf,ex f(z). Llavors, existeizen p,q € X tals que f(p) = M i

f(q) = m. S’assoleizen el suprem i Uinfim: existeizen el mazim i el minim.

12
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Demostracio. Per 2.5.10, donat que X és compacte i f és continua en X, tenim que f(X) és
compacte i, en particular, f(X) és un subconjunt tancat i acotat d’R. Per la propietat del
suprem existeixen m, M € R tals que M = sup,cy f(z) i m = inf,ex f(x). Com M és un
suprem i per atot n > 1, M — % < M, tenim que M — % no és una cota superior de f(X), amb
el que existeix una successio (x,) C X i, per tant, z,, € X, complint que M — % < flx,) < M;
per tant, lim,, f(x,) = M i, com per a cadan > 1 tenim f(x,) € f(X), f(X) tancat, tenim que
M € f(X). Analogament per a m € f(X): com m ¢s un infim i per a tot n > 1, m+ + > m,
tenim que m + % no és una cota inferior de f(X), amb el que existeix z,, € X complint que
m+ L > f(z,) > m; per tant, lim, f(z,) = m i, com per a cada n > 1 tenim f(z,) € f(X),
f(X) tancat, tenim que m € f(X). |

Teorema 2.5.13. Sigui (X,dx) espai métric compacte i (Y,dy) espai métric i f : X — Y

una funcio continua i bijectiva. Llavors f~':Y — X és continua.

Demostracio, no entra. Per veure que f~! és continua, veurem que per a tot subconjunt tancat
F d’X, aleshores f(F) és també un tancat®, en aquest cas d’Y. Donat que F C X és tancat i
X és compacte, en particular F' és compacte. Per tant, f(F') és compacte en Y'; f(F'), doncs, és

tancat i acotat en Y. [ ]

Definici6é 2.5.14 (Uniformement continua). Siguin (X,dx) i (Y,dy) dos espais métrics. Una
funcio f : X — Y és uniformement continua si per a tot € > 0 existeix 6 = d(¢) (§ només depén
d’e) tal que per a tot x,y € Y amb dx(z,y) < 0, llavors es compleix que dy (f(z), f(y)) < €.
1. Si f: X — Y és uniformement continua en X i A C X, llavors f també és uniformement
continua en A.
2. 81 f: X — Y és uniformement continua en X, llavors f és continua en X. El reciproc

en general, pero, no és cert.

Observacio 2.5.15. f no és uniformement continua si, i només si, existeix € > 0 tal que per
a tot & > 0 existeixen p,q € X tals que dx(p,q) < ¢ i dy(f(p), f(¢)) > €. Equivalentment, si
existeix € > 01 (), (Yn)n C X tals que (dx(zn, Yn))n — 01 d(f(xy), f(yn)) > €.

Exemple 2.5.16 (f-Holder). Si(X,dx)1i(Y,dy) son espais métricsi f : X — Y és una funcio
complint que existeix o > 01 M > 0 tals que dy (f(z), f(y)) < Mdx(z,y)*, z,y € X, llavors
f és uniformement continua en X. A aquest tipus de funcions se les sol anomenar f-Hdlder. A
saber: Per al cas particular a = 1, estem davant d’una funcié f-Lipschitz. Aquestes funcions sén
importants perqué totes son uniformement continues (i, per tant, continues). Si, a més, M < 1,
son contraccions, de les quals parlarem més endavant i ens seran 1tils per a aplicar el teorema

del punt fix de Banach.

6 Si anomenem g:Y — X a f~!, simplement hem d’agafar un tancat F de X, I’espai d’arribada, i veure que
g H(F) = f(F) és tancat. Hem usat que (f~1)~! = f (la operaci6 esta ben definida perqué f és bijectiva).
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Continuitat en espais meétrics

Teorema 2.5.17 (Continuitat uniforme i compactes). Siguin (X,dx) i (Y,dy) espais métrics,

X compacte © f: X — Y continua en X. Llavors, f és uniformement continua.

Demostracio. Sigui € > 0. Com f és continua en X, per a tot p € X, existeix ¢, > 0 tal

que per a tot ¢ € X que compleix dx(p,q) < 0,, aleshores dy(f(p), f(¢)) < 5. Donat que
X C Upex{rt € U,ex B(p, %p) i, per hipotesi, X és compacte, existeixen pq,...,p, € X tals
que X C U—, B(ps, %) Definim 6 = £ min(é,,, .. .,d,,). Siguin p,q € X tals que dx(p, q) < 6.

Llavors existeix 1 < m < n tal que p € B(pp, (S”Tm) i, conseqiientment:

1) 1) 1)
dx(q,pm) < dx(p,q) + dx(p,pm) < 0+ % < % + % < 8-

Per tant, dy (f(q), f(pm)) < 5. Finalment:
e €
dy (f(p), 1(q)) < dy (f(p), f(pm)) + dv (f(pm), f(q)) < 5 + 5 =< u
Observacio 2.5.18 (Conseqiiéncia important de 2.5.17). Com que [a, b] és un compacte de R,

tota funcié f : [a,b] — R continua en [a, b] és uniformement continua en [a, b].

Exemple 2.5.19. Si £ C R no és compacte, existeix f : E — R continua no acotada. En
efecte, si E' és no acotat, només cal considerar f : E — R donada per f(z) = x. Si E és acotat,

llavors E no és tancat. Per tant, existeix zo € E'\ E i podem considerar f : E — R donada
per f(z) = xfxo.

Proposici6 2.5.20 (Determinant continuitat uniforme).
1. Sigui f € C((a,b)), —o00 < a <b< +oo. f és uniformement continua en (a,b) si, i només
si, existeir im, .+ f(x) @ im, - f(x).
2. Sigui f € C(la, +00)), —00 < a < +00. Suposem que existeiz ¢ € R i lim, o f(z) = £.
Llavors, [ és uniformement continua en [a,+00). El reciproc no és cert en general.
3. Siguin a € R 1 ¢ : (a,+00) — R una funcid continua tal que existeizen els limits finits

lim, o+ () i lim, o0 @(x), lavors f és uniformement continua en (a,+00).
2.6

CONJUNTS CONNEXOS I CONTINUITAT

Definicié 2.6.1 (Conjunt connex). Sigui (X, d) un espai métric. Un conjunt £ C X és connex
si no es pot posar com a unié de dos oberts relatius’ disjunts no buits. Es a dir, si &,V sén dos
oberts tals que E =U UV és connex, o bé Y =D o béV = 0.

Proposici6 2.6.2.

7 Un conjunt A és un obert relatiu si existeix un obert B tal que A = BN X.
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Banach 2.7.2

1. Sigui (X,d) un espai métric i E C X. E és connex si, i només si, els unics clopen d’E
son E 1 el buit.
2. Ara, sigui E C R (no val per un (X,d) qualsevol). E # () és connex si, i només si, E és

un interval.

Teorema 2.6.3. Siguin (X,dx) i (Y,dy) espais metrics i f : X — Y continua en X. Si
E C X és connex, aleshores f(E) també ho és.

Teorema 2.6.4 (de Bolzano). Sigui f : [a,b] — R continua en [a,b]. Si f(a) < ¢ < f(b),

aleshores existeiz x € (a,b) i f(x) = c.

Demostracio. Donat que f és continua en [a,b] i [a,b] és connex (per exemple, perqué és un
interval de R, cf. 2.6.2), es compleix per 2.6.3 que f([a,b]) és un connex de R i, per tant, un
interval. Pero com f(a), f(b) € f([a,b]), es dedueix que ¢ € f([a,b]). |

2.7
BANACH

Haviem dit que algunes f-Holder (cf. 2.5.16) especials eren aplicacions contractives, i que aques-
tes jugaven un paper essencial en el teorema del punt fix de Banach. Anem a veure-ho en més
detall.

Definicié 2.7.1 (Aplicacio contractiva). Sigui X un espai métric i 7' una aplicacio T : X —
X. T es diu contractiva si hi ha una constant k € (0,1) tal que d(T'(x),T(y)) < k(d,y), per a
tot z,y € X.

Teorema 2.7.2 (del punt fix de Banach). Sigui X un espai metric complet. Tota aplicacio T :

X — X contractiva té un unic punt fix.

Demostracio. Prenem xp € X i definim la successio (x,,), donada per x,,; = T(x,). Passem a
veure que per a n > 1 es compleix que d(x,, ,11) < k" 'd(z1, z2). Ho provem per induccid.
n =1 En aquest cas, tenim una igualtat.
HI d(Ty, Tpy1) < K" (2, 20).

n+ 1 Volem provar d(x, 1, Tni2) < k"d(z1,x2). Fent servir que T és contractiva, tenim:
A(Tpy1, Tnyo) = d(T(2,), T(2pp1) < kd(2y, 1) < k- K" (21, 29).

Ara passem a provar que la successio6 (x,,), és de Cauchy. Podem suposar que z; # x2 (ja que, si
no, el resultat és trivial al ser sempre x,, = 7). Siguin n, m tals que m > n. Per la desigualtat

triangular, i usant d(z,, z,+1) < k" 'd(zy, x9), tenim:

m—1 m—1
d(xm xm) S d(xm xn+1)+d(xn+17 In+2>+' : ""d(xm—la xm) - Z d(l‘j, Ij—i—l) S d<x1; Ig) Z kj_17
j=n j=n
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Continuitat en espais meétrics

que tendeix a zero quan ambdues m,n — oo, al ser la cua de la série geométrica » i Bt que
és convergent al ser k < 1. Llavors, donat € > 0 hi ha ny € N de manera que per a n,m > ng es

compleix:

m—1
Z 1 < 3 — d(Tp, T) <&, n,m > 19 = (2)n és de Cauchy.
i d(l’l, Ig)

Al ser X complet, i com (x,), és de Cauchy, tenim que també és convergent. Per tant, existeix
z € X tal que z,, — x. Seguidament, observem que la condici6 d(T'(x),T(y)) < kd(x,y) implica

la continuitat de T, amb el que obtenim:
r=limz, =limT(z,) =T (lim :Bn> =T(r) = x és punt fix de 7.

Finalment, n’hem de comprovar la unicitat. Si y € X és també un punt fix de 7', tenim que

d(z,y) =d(T(z),T(y)) < kd(z,y); com k < 1, necessariament d(z,y) = 0 i, per tant, t = y. M
SiT:X — X ikeNposem T*(x) =T 1(T(x)).

Corol-lari 2.7.3. Sigui X espair métric complet. Si T : X — X és una aplicacio de manera

que és contractiva per a algun k € N, llavors T' té un unic punt fiz.

Demostracio. Aplicant el teorema del punt fix de Banach a T* se segueix que 7% té un tnic

punt fix xo. Llavors:
TH(T(wo)) = T*(w0) = T(T*(wo)) = T (o).

Per tant, T'(zy) també és punt fix de T*, amb el que T'(xg) = x¢ i 2o és punt fix de 7. Pel que

fa a la unicitat, si yg és un altre punt fix de 7,
T*(yo) = T* 1 (T(0)) = T" (o) = yo = wo és punt fix de T" = yo = 0. u

Aquesta tltima demostracié no entra formalment, pero ho fa indirectament, ja que si se’ns

demana provar que 7' té un tnic punt fix haurem d’usar el raonament anterior.
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Successions 1 series de funcions

3.1
CONCEPTES PREVIS

Definicié 3.1.1 (Convergéncia puntual). Siguin X,Y espais métricsi f, : X — Y una funci6
que forma part de (f,,)n, una successié de funcions. Diem que (f,), convergeix puntualment a
una funcié f: X — Y si f(x) = lim,, f,(z) per a tot € X. En aquest cas, f s’anomena limit

puntual de (f,)n-

Per tal de definir el limit puntual d’una série de funcions, ens cal considerar una successié

de funcions (f,)n, fn: X — R.

Definicié 3.1.2 (Suma puntual). f és la suma puntual de la série > ., f, si per a tot z € X

es compleix:

fla) =D falw) = lim > fu(x)

Observaci6o 3.1.3.

7. El limit puntual de funcions continues no és, en general, una funcié continua.
Per exemple, considerem per n € R la successié de funcions continues f, : [0,1] — R
definides per f,(x) = 2. Clarament tenim que lim,, f,(z) ésuna f que val 0si 0 <z < 1
i1lsiz =1, que no és continua.

2. Una série de funcions continues no és, en general, continua.

Exemple 3.1.4. Considerem la successio de funcions f, : [0,1] — R, n € N, definides per
fn(z) = n?x(1 — 2*)". Les funcions f, son continues i, per tant, integrables en [0, 1]. Per altra
banda, f,(0) =n?-0-1" = 0 per a tot n € N; analogament, f,(1) = n*-1-0" = 0 per a tot
n € N. Per a x € (0,1):

2

Jim (1= )" = i o <0,

ja que 'exponencial domina sobre la quadratica, i (1 — 2?)™™ — +00 quan n — oo. Per tant,
per a tot € [0,1] es té que f(z) = lim, f,(z) = 0. En particular, tenim que fol f(z)dx = 0.
Ara bé:

n2

1 1
/ folz)dx = n2/ (1 —2*)"dr = — 0.
0 0

2n + 2

Per tant, en aquest cas,

/Ollifznfn(x) dx # li}Ln/O1 fulz)dx .
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Successions i séries de funcions

3.2
CONVERGENCIA UNIFORME

Suposarem X, Y espais métrics, (f,), una successié de funcions f, : X — Y if: X — Y

una funci6 qualsevol.

Definicié 3.2.1 (Convergéncia uniforme, successid de funcions). Diem que (f,), convergeix a
f uniformement en X si donat (per a tot) ¢ > 0 hi ha ny € N de manera que per a tot n > ng
es compleix que dy (fn(x), f(x)) < e, per a tot z € X.

Es podria dir que les successives funcions es van acostant indefinidament cap a f. La conver-
géncia uniforme és més forta que la puntual (uniforme implica puntual, perd puntual no implica

pas uniforme).

Definicié 3.2.2 (Convergéncia uniforme, série de funcions). Suposem ara que f, : X — R.
Diem que una série de funcions ), fx convergeix uniformement en X si la successi6 de funcions

(Sn)n = D _p_y [ convergeix uniformement en X.

Teorema 3.2.3. Sigui X espai métric i (fn)n successid de funcions tal que f, : X — R. Son
equivalents:

1. La successid (fn)n convergeix uniformement en X.

2. La successio (fn)n €s uniformement de Cauchy; és a dir, donat ¢ > 0 existeiz ng € N tal

que per a tot n,m > ngy es compleix |f,(x) — fu(z)] < & per a tot z € X.
Demostracio.
= Suposem que hi ha f : X — R de manera que f, — f uniformement en X. Per la
definicié de convergéncia uniforme, tenim que, donat € > 0 existeix ng € N de manera que

per a tot n > ng tenim |f,(z) — f(z)] < § per a tot x € X. Aleshores tenim que, donat

e > 0, existeix ng € N de manera que per a tot m,n > ngy es compleix:

(@) = fin(@)| < |ful@) = F(@)[ +[f(2) = (@) < 5+ 5 =&

€
2

DN ™

Per tant, la successio (f,), és de Cauchy.

< Si la successio és uniformement de Cauchy, per a tot x € X, la successio (f,,(z))," és una
successio de Cauchy de R i, per tant, convergent (R és un espai complet per successions).
Llavors, existeix f(z) amb lim,, f,,(x) = f(x). Ara, per a tot &€ > 0 existeix ng € N tal

que per a tot n > ng, tenim:
[fu(z) = f(2)| <& ———— [fulz) = f2)| <&, Vo e X.
Per tant, la convergéncia és uniforme. |

1 Podem pensar-la com una successio (yy, ), en qué tenim y,, = f(2,), ¥» € Rinoen X, com podriem erroniament
creure.

18



Convergéncia uniforme 3.2.6

Exercici 3.2.4. Siguin X,Y espais meétrics tal que Y és complet. Sigui (fn)n, fn: X — Y

una successio de funcions. Son equivalents:

1. La successio de funcions (fn)n convergeiz uniformement en X.
2. Donate > 0 existeiz ng € N tal que per a tot n,m > ngy es compleir que dy (fr,(z), fm(z)) <
€ per atotx € X.

Demostracio. Molt senzill, ja que si Y és complet, tota successié uniformement convergent és

uniformement de Cauchy, que és justament la segona condici6. [ ]
Ara dos resultats molt 1tils en convergencia uniforme de successions.

Proposicié 3.2.5 (Demostrant convergéncia uniforme). Siguin X,Y espais meétrics, (fn)n, fn
X — Y una successid de funcions i f : X — Y una funcié de manera que f(z) = lim,, f,(x)

per a tot x € X. Sigui:
M, = Sude<fn(‘r)7 f(J?))

Aleshores, (fn)n convergeiz a f uniformement en X si, i només si, M, — 0.

Exemple 3.2.6. Considerem la successio de funcions f, : [0,1] — R definida per f,(z) =
V/nx(l—x)™. Passem a provar que f, convergeix a zero uniformement en [0, 1]. Per la proposici6

anterior, ens cal provar que

sup |fn(z)] = 0.
z€[0,1]

Com que les funcions f,, son positives, ens cal provar que sup,e ] fa(xz) — 0. En ser les
funcions f, continues i I'interval [0, 1] compacte, sabem que f,, té un maxim absolut en [0, 1].
Per tant, el suprem és un mazim, i per tant hem de provar que max,cpo 1) fn(z) — 0. En ser f,

derivables, podem calcular els punts critics

1

fule) = Vn(1—2)" = Vnan(l-2)""" = Vn(l-2)" " ((1-2)—nz) =0 <= 2z =1, v = n+1

Com que en els extrems de l'interval x = 0 i x = 1 la funci6é f, val zero, el maxim absolut

) : _ 1 .
s’assoleix en el punt © = -—5 1, per tant:

sup !fn<w>r=maxfn<x>=fn( : ) vn (1 : )

z€[0,1] z€[0,1] n+1 ) +1 1

que tendeix a zero ja que:

) r\" n \" 1 1
im|(1— = lim =— =
n n-+1 n \n+1 limn(l—i—%) €

1 clarament % — 0.
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Successions i séries de funcions

Teorema 3.2.7 (Criteri M de Weierstrass). Sigui X espai métric i (fn)n una successio de fun-
cions tal que f, : X — R. Suposem que |f,(x)] < M, per a tot v € X (tota funcid de la
successio esta acotada). Si Yy M, < +oo, aleshores la série Y f, convergeiz uniformement
en X.

sin(%)

- convergeix uniformement

Exemple 3.2.8. Anem a provar que la série de funcions ) .,
sin(%) ;

’sin (%)! < 1, obtindriem |f,(z)| < % que no ens serveix ja que la série Zn% és divergent. Ens

en [—a,al per a tot a > 0. En aquest cas, f,(z) = Si fem servir 'estimacio trivial
cal fer servir una millor estimaci6. Fent servir la desigualtat |siny| < |y|, que és valida per a
tot y € R, obtenim

||

f@) < 5 <

a Mn:ni 1
—, per |z| Sa—2>ZMn:aZﬁ<oo.

n>1 n>1

o . < sin( % . .
Pel criteri M de Weierstrass, la série > # convergeix uniformement en [—a, a).

3.3
CONVERGENCIA UNIFORME I CONTINUITAT I ACOTACIO

Teorema 3.3.1 (Convergéncia uniforme i continuitat). Siguin X,Y espais métricsi f : X —
Y wuna funcié. Sigui (fp), una successio de funcions amb f, : X — Y continua que convergeizen

a f uniformement en X. Aleshores, f és continua.

Demostracio. Sigui @ € X. Volem provar que f és continua en a. Sigui € > 0, com que
fn — f uniformement en X, existeix n; € N de manera que per a n > n; es compleix que
dy (fu(z), f(z)) < 5, per a tot x € X. Com f, és continua en a, per a aquest ¢ > 0 existeix
o > 0 tal que si dx(v,a) < d4,, aleshores dy (fu(z), fu(a)) < 3.

Fixant ny > ny, tenim que si dx(x,a) < d4.5,, aleshores:

dy (f(), f(a)) < dy(f(2), fny(2)) + dy (fny (2), fro(a)) + dy (fny(a), f(a)) < 5 + 5+ 5 =&
En conseqiiéncia, f és continua en el punt a. |
Teorema 3.3.2. C([a,b]) amb la distancia del suprem és un espai métric tancat.

Demostracio. Recordem que C([a,b]) = {f : [a,b] — R continues} és un espai métric amb la

distancia del suprem,

ds(f,9) = sup |f(z) — g(z)].

z€[a,b]
Recordem també que una successio (f,,), C C([a,b]) convergeix a f en C([a,b]) si doo(fn, f) — 0.
Es a dir, si SUPyelay [fn(®) — f(z)| = 0. Per tant, el fet que f, — f en C([a,b]) és equivalent
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Dini 3.4.1

a qué f, convergeixi a f uniformement en [a,b]. Ens queda veure que és complet. Sigui (f,)n
una successio de Cauchy de C([a,b]). Hem de provar que existeix f € C([a,b]) de manera que
fo — fen C([a,b]).

Pel comentari anterior, aixo és equivalent a veure que existeix f € C([a,b]) de manera que
fn — f uniformement en [a,b]. En ser (f,), una successi6 de Cauchy, per a tot € > 0 existeix
ng € N de manera que per a n,m > ng es compleix que sup, |f,(z) — fu(2)| < e. Es a dir, per
a cada x € [a,b] la successio (f,), és de Cauchy i, per tant, existeix una funcio f : [a,b] — R
de manera que f,, — f puntualment en [a,b]. Pero si fixem n > ny i fem tendir m — oo en la
desigualtat anterior, obtenim que sup, |f.(z) — f(x)| < e, amb el que (f,), — f uniformement
en [a,b]. Com les funcions f,, soén continues, pel teorema de convergéncia uniforme i continuitat

tenim que f també és continua i, per tant, C([a, b]) és complet. [ |

Corol-lari 3.3.3. Sigui X espai métric i (fu)n, fn: X — R una successié de funcions conti-

nues. Si Y <, fn convergeir uniformement en X, aleshores S =Y -, fn €s continua.

Proposicié 3.3.4. Siguin X,Y espais métrics, f: X — Y una funcid, i (f,), una successio
de funcions, amb f, : X — Y continues. Suposem que f, — f uniformement en X, i que

x, — x en X. Aleshores, f,(z,) = f(x) enY.

Teorema 3.3.5 (Convergéncia uniforme i acotacid). Sigui X espai métric i sigui (fn)n una
successio de funcions f, : X — R acotades. Si f, convergeix uniformement en X cap a

una funcio f: X — R, aleshores f és una funcid acotada.

Demostracio. Com f, son acotades, existeix K,, amb |f,(z)| < K, peratot z € X. Com f, — f
uniformement en X, existeix un ng € N tal que per a tot n > ng? tenim sup, y | fn(z)— f(2)| < &,

i triem € = 1. Llavors, per a tot x € X tenim:

If(@)] < |f(x) = fao(@)] + | fro(x)| £ 1+ K,y < +00 => [ acotada. [ |
3.4

DINI

En el cas que 'espai de sortida sigui compacte, una successié de funcions continues que convergeix

puntualment a una funcié continua de manera decreixent, hi convergeix uniformement.

Teorema 3.4.1 (de Dini). Sigui K un espai métric compacte, i (f,,)n una successio de funci-
ons continues definida per f, : K — R que convergeizen puntualment a una funcié continua
f: K — R. Siperatotn tenim f,(x) > fni1(x) per a tot © € K, aleshores (f,), convergeix

uniformement a f en K.

2 Prenem la distancia del suprem entre f i fn: d(fa, ) = [|fn — flloo = Supgex |fn(z) — f(2)].
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Successions i séries de funcions

Lema 3.4.2. Sigui X espai métric finit. Sigui {K,}, una col-leccié de subconjunts compactes

de X de manera que tota subcol-leccio finita { Ky} t€ interseccio no buida. Llavors, (), K, # 0.

Demostracio. Ho provarem per reducci6 a I'absurd. Sigui K; € {K,},, 1 suposem que, per a tot
r € K; tenim = ¢ [, K,,. Com tot compacte és tancat, tenim que G, = K¢ és obert. Aleshores

tenim .
K; C (ﬂKn) =JK: =G
n n n
Per tant, {G, }, és un recobriment per oberts de K. En ser K, compacte, en podem extreuren
un subrecobriment finit. Es a dir, existeixen nq, ..., n,, de manera que K ; CGp U---UG,,.

Per tant,
K,NKyN---NK,, =0,

en contradiccié amb la nostra hipotesi de que tota subcol-leccié finita té interseccié no buida.

Per tant, existeixen j i x € K; de manera que x € NK,,. [ ]

Demostracio del teorema de Dini, 5./.1. Prenem g, = f, — f, ambdues continues. f, — f \,0,
dones f,, \, f; aixi que podem suposar ¢, = 0. Fixem £ > 0 i definim K,, = {z € K | gn(z) > £}
Clarament, K,, = g, ([, +00)). Llavors K, és un subconjunt tancat del compacte K, per ser
antiimatge d’un tancat per una funci6 continua (g, ' de g,, continua): com tot subconjunt tancat
d’un compacte és compacte, K, és un compacte per a tot n.

Si xz € (), Ky, aleshores g, (z) > € per a tot n, la qual cosa és una contradiccié6 amb el fet

que g,(z) — 0. Per tant, (), K, = 0. Aplicant 3.4.2, sabem que hi ha ny, ..., n; de manera que:
K,Nn---NK, =10. (3.1)

Com les funcions g,, son decreixents, tenim que K, C K, 1; amb el que de (3.1) deduim que hi
ha N amb Ky = 0 i, per tant, gy(z) < € per a tot € K. Com la successio (g,), és decreixent
(gn+1(x) < gn(z) per a tot z € K), go(z) < e, n > N, per a tot z € K; és a dir, g, — 0

uniformement en K. [ |

3.5
DERIVACIO

Teorema 3.5.1 (de convergéncia uniforme i derivaci6). Sigui f, : [a,b] — R una successio de
funcions derivables en |a,b]. Suposem que:

1. Ezisteix xg € [a,b] amb f,(xo) = f(x).

2. La successid de derivades (f)), convergeix uniformement en [a,b] a una funcid g.

Aleshores, la successid (fn)n convergeix uniformement en |a,b] a una funcid f derivable en |a, b].

)3 3 !
A més a més, f' =g.
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Derivaci6 3.5.1

Demostracio, no entra. D’entrada observem que el segon apartat, 2., implica que la successio
de derivades (f), és uniformement de Cauchy en [a,b]. Aixi doncs, per a tot € > 0 existeix
no € N de manera que per a tot n,m > ng tenim |f,(zo) — fm(z0)| = | fin(20) — fu(z0)| < 5.

Analogament:
£

) — fL)] < =———, Vi b).
1s0) = Fl0)] < g5 V1 € (0.8
Aplicant el teorema del valor mig a la funci6 f, — f,, sabem que per a tot = € [a, b] existeix un
& € [z, z0] amb:

|fa(2) = fl@) — falzo) + fm(x0)| = |(fn — fm)(x — x0)| = |(fn — fm),<€x)| |z — x|

|lz—z0|<b—a I £

_ (b—a) =",
o) P =3
Acabem obtenint, per a tot x € [a, b]:

3

228.

(@) = fin(@)] < (@) = frn(@) = ful20) + fm(@o)| + [ ful0) = fm(20)| < % +

Es a dir, hem provat que la successio ( f,, ), és uniformement de Cauchy en [a, b]. Per tant, existeix
una funcioé f : [a,b] — R de manera que f, — f uniformement en [a,b]. Al ser f, derivable
per a tot n, en particular séon continues i pel teorema de convergéncia uniforme i continuitat
se segueix que f € C([a,b]). Queda provar que f és derivable amb f' = g. Fixem z € [a,b] i

considerem la successio de funcions (¢,), tal que ¢, : [a,b] — R definides per:

fn(t)=fn(z) :

It B sit # o,
¢n<t) = ’ e .

fli(x), sit=uzx.

¢n és clarament continua en ¢t # x, en ser quocient de funcions continues amb t # x. Per veure

la continuitat en ¢ = x, ens cal veure que lim;_,, ¢, (t) = ¢,(z), per a tot n; és a dir:

ACEFAC

t—x t—=x

= fu(2),

que és cert, al ser f,, derivable per a tot n. Per tant, ¢,, és continua en [a, b] per a tot n. A més,

el limit puntual de ¢,, ve donat per:
f)—f(=z) sit#a
t) = t—x )
olt) g(x) =lim, f'(z), sit=ux.
Passem a veure que la convergéncia és, en efecte, uniforme:
€

|Pn () = ()| = | f () — fr.(2)] < 20 —a)’ m,n > ng

Per altra banda, si t # z, podem aplicar el teorema del valor mig a (f,, — f), tenim:

6ult) — bu(t) = L IO I ZI)@ gy e pal

t—x

23



3.6

Successions i séries de funcions

La successio (¢,,), és, doncs, uniformement de Cauchy en [a,b] i, per tant, convergeix unifor-
mement en [a, b al seu limit puntual. Com les funcions ¢, son totes continues, pel teorema de
convergéncia uniforme i continuitat tenim que ¢ també és continua en [a,b]. Per tant, per a

z € [a,b] tenim:

limM = lim ¢(t) = ¢(z) = g(x) = [ derivable amb f' = g. |

t—ax t—=x t—x

3.6
INTEGRACIO

Teorema 3.6.1 (Convergéncia uniforme i integracio). Sigui (f,), una successid de funcions,
on fn:[a,b] — R és integrable Riemann per a tot n. Suposem que (f,), convergeiz uniforme-

ment en [a,b] cap a una funcié f : [a,b] — R; aleshores, f € Z([a,b]) i, a més a més:

lirrln/abfn(x) dx:/abf(x) dz

Demostracio. Sigui €, = sup, | fn(x) — f(x)|, on = € [a,b]. Sabem que f,, — f uniformement en

[a, b] si, i només si, g, — 0. Clarament tenim que:

fol@) —en < fx) < fu(z) + €4, Y € [a, b].

Com f, € Z(la,b]), també¢ f, — e, € #([a,b]) i, per tant:

[th=en=[t-an< [ s

Al seu torn, f, + ¢, € Z(|a,b]), amb el que:

/f</ fn+5n —/(fn+5n)'
Aixi doncs, obtenim:

os/abf—/abfs/ab(fﬁa)—/ab(fn—an):2-gn(b—a).

Com que ¢,, — 0 quan n — oo, obtenim que fab f= J; f, que prova que f € %(|a,b]). Finalment,
al ser f € %([a,b]), tenim: f:f = fff = ff f, amb el que:

/abf—sn(b—a)g/abfng/abf+sn(b—a)—’"ﬁ—°°—>hm bfnz/abf. n

n—o0 a

Corol-lari 3.6.2. Siguin f, € %Z(|a,b]) de manera que la série f =Y f, convergeiz unifor-
mement en [a,b]; llavors, f € Z([a,b]) amb:

[
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Integracio 3.6.4

Teorema 3.6.3 (Criteri de Dirichlet). Sigui X un espai métric, (fx)k, (gx)r dues successions
de funcions tals que fi, gr : X —> R. Considerem la série de funcions ), fr(x)- gp(x). Posem,
també, F,(x) = 1_, fu(z). Suposem que:
1. (F,)n €s uniformement acotada, és a dir, existeix K > 0 (independent de n) de manera
que sup, | F,,(x)| < K per a totn (ix € X).
2 g1(@) > gola) > - > gu(a), per atot x € X,
3. gn — 0 uniformement en X.

Aleshores, la série Y, frgr convergeiz uniformement en X.

Observacio 3.6.4. Moltes vegades el criteri de Dirichlet es fa servir quan el criteri M de We-
ierstrass no ens serveix, normalment degut a qué la convergéncia ve donada per algunes can-

cel-lacions.
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IV

Espai de les funcions continues

4.1
CONCEPTES PREVIS

Com a conseqiiéncia del teorema de continuitat i convergéncia uniforme, es compleix el segiient

teorema.

Teorema 4.1.1. Sigui X un espai métric compacte. Tenim que Cr(X) amb la distancia del

suprem és un espai de Banach (espai métric complet).

Demostracio. Si X és un espai compacte, posem Cr(X) = {f : X — R € C}. Al ser X compac-
te, sabem que tota funcié continua f : X — R és acotada, amb el que || f|| : sup,ex | f(x)] < oo.
També sabem que Cr(X) és un espai métric amb la distancia del suprem:

doo(f,9) = sup | f(z) — g(x)|.

zeX

Recordem que una successio (f,,), C Cr(X) convergeix a f en Cr(X) vol dir que doo(fn, f) — 0,
és a dir:

sup [ fn(z) = f(z)] = 0.

zeX
Per tant, el fet que f,, — f en Cr(X) és equivalent a qué f, convergeixi a f uniformement en
X. Sigui (f,), una successi6 de Cauchy de Cg(X). Per tant, per a tot £ > 0 existeix ng tal
que per a tot m > n > ng la distancia del suprem sup, |f.(x) — fu(z)] < e. Aixi, per a tot x
tenim (f,(z)), C R és una successioé de Cauchy que és, en efecte, convergent i hi ha una funcié
f X — R de manera que f, — f uniformement en X; és a dir, tal que f(z) = lim,, f,,(x).
Fixem n > ngy. Per a tot m > n i per a tot x € X tenim |f,,(z) — fu(z)| < & quan m — oo
aleshores |f(z) — f.(z)| < e. Com tenim f, — f uniformement en X i per a tot n f,, és continua
en X, pel teorema de convergéncia uniforme i continuitat tenim f € Cr(X) i ||fn — flloc = 0

quan n — oo. En efecte, Cr(X) és un espai complet. [ |

Observacio 4.1.2. De la mateixa manera, es pot provar que si X és un espai métric compacte
1Y és un espai métric complet, aleshores I’espai de les funcions continues C(X,Y) ={f: X —
Y, f € C} amb la distancia del suprem d.(f,g) = sup,cx dy(f(z), f(y)) és un espai métric
complet. Moltes vegades posem simplement Cla,b] = Cgr[a,b] quan no hi ha confusié. Denotem
per C'[a,b] lespai de totes les funcions f : [a,b] — R derivables amb derivada continua en
[a,b]. Es facil comprovar que:

4d(f, g9) = doo(f, 9) + dso(f',¢') = sup |f(zx) — g(z)| 4+ sup |f'(z) — ¢'(z)]

x€[a,b] z€[a,b]
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Espai de les funcions continues

és una distancia en C*([a, b]).
Teorema 4.1.3. C*([a,b]) amb la distancia anterior és un espai métric complet.

Demostracio. Ja hem comentat que és un espai métric, queda veure que és, en efecte, un espai
métric complet. Sigui (f,), una successi6 de Cauchy en C'([a,b]). Volem veure que hi ha
f € C'([a,b]) de manera que f, — f uniformement en C'([a,b]). Al ser f de Cauchy, donat

€ > 0 hi ha ng € N de manera que per a n, m > ng tenim:

En particular, tenim doo(fn, fm) < € 1 també doo(f), f1,) < &, amb el que (f,,), és una successio
de Cauchy de C([a, b]) i també (f!), és una successioé de Cauchy en C([a, b]). Com que C([a, b]) és
complet, hi ha f, g € C([a,b]) de manera que f, — f en C([a,b]) i també f/ — ¢ uniformement
en [a,b]. Pel teorema de derivacié i convergencia uniforme, se segueix que f és derivable en
[a,b] amb f' = g. Com que g € C([a,b]), obtenim que f € C'([a,b]). Finalment, que f, — f
en C'([a,b]) vol dir que duo(fn, f) — 01 també que doo(f.,f) — 0. Es a dir, que f, — f

uniformement en [a,b] i que f/ — f’ uniformement en [a,b], que és el que tenim. Per tant,

C'([a,b]) és un espai métric complet. |

4.2
WEIERSTRASS

Teorema 4.2.1 (Teorema d’aproximacié de Weierstrass). Sigui f € C([a,b]). Hi ha una suc-

cessid de polinomis (pn)n amb p, — [ uniformement en [a,b].

Demostracio, no entra. Fent el canvi 2 +—— $=2 podem suposar que [a, b] = [0, 1]. També podem
suposar que f(0) = f(1) = 0; en cas contrari, si definim g(z) = f(z) — f(0) — z(f(1) — f(0))
tenim g € C([0,1]), g(1) = g(0) = 0 i, a més, f — g = p és un polinomi. Per tant, si tenim
provat el cas particular esmentat, sabem que hi ha polinomis ¢, amb ¢, — g uniformement en
[0,1]. Llavors, p, = p + ¢, sén polinomis i p, — p + g = f uniformement en [0, 1]. Aixi doncs,
suposem que tenim f € C([0,1]) amb f(0) = f(1) = 0 i volem provar que hi ha polinomis p,
amb p, — f uniformement en [0, 1].

Estenem f a tot R definint f = 0 en R\ [0, 1]; llavors, f és uniformement continua. En efecte,
com f € C([0,1]) i [0,1] és un compacte de la recta real, llavors f és uniformement continua
en [0,1] i, per tant, donat € > 0 existeix § > 0 de manera que si z,y € [0,1] amb |z — y| < 0,
aleshores |f(z) — f(y)| < e. Volem veure que aixd també es compleix per a tot z,y € R amb
|r—y| < d. Aquest fet és obvisi z,y € R\ [0, 1] ja que llavors f(z) = f(y) = 0. Només ens queda
considerar el cas en qué x € [0,1] iy € R\ [0,1]. En aquest cas, tenim |f(z) — f(y)| = | f(2)]|.
Si |z —y| < 6, aleshores 0 bé |z — 0| < d o bé |x — 1| < §, amb el que |f(z)| = |f(x) — f(1)] <e,

en el cas en qué | — 1| < J. El cas |z — 0| < ¢ es fa igual.
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Weierstrass 4.2.1

Per n € N, definim Q,(z) = ¢,(1 — z*)" on ¢, és una constant complint que:

/_11 On(x)dz = 1.

Es compleix que ¢, < y/n. Aquesta és una afirmacié que provarem al final, perd que és

necessaria d’aqui en endavant. Per 0 < 2 < 1 definim:

Pu(z) = /1f(ac+t)Qn(t) dt

Fent servir primer f =0 en R\ [0, 1] i després fent el canvi de variable u = x + ¢, tenim:
1 1-a 1 1
Pe) = [ fernQudt= [ fee@utdt= [ f@uu-a)du=c, [ fu)i- (o) du.
—1 —T 0 0

D’aqui veiem que P, és un polinomi. Hem de veure dues coses: P, — f uniformement en [0, 1]

i afirmacié que hem fet abans.

1. P, — f uniformement en [0,1]. Com que f és uniformement continua en R, donat £ > 0

existeix 0 < § < 1 de manera que |z — y| < ¢ implica que |f(z) — f(y)| < 5. Sigui
M = sup|f(x)] > 0 (si M = 0, llavors f = 0 i no hi havia res a provar). Com que

4, Qu(t)dt =11 Q,(t) >0, per a tot = € [0, 1] tenim:

P = 0 = | [ s 0Quea-1@) [ Qud] = | [ (10 - sanena
< / 1+t = f@Qun
_ /| M) = @R de+ / et 1) — F@)|Qu(t) di

s<[t|<1

(4.1)

Observem que si |t| < § tenim |z +t — x| = |t| < §, amb el que aplicant |f(z) — f(y)| <
obtenim que |f(z +t) — f(z)| < § si [t| <. Per tant:

£
2

5 e (1 c
[ Mero-r@ewass | awass [ awa=5 w2

2 Jit<s

Per altra banda, com que ¢, < /n, llavors:
Qn(t) = co(1 —tH" < V/n(1 =)™, § < |t| < 1.

Com que 0 < (1 —4?%) < 1, llavors /n(1 — §%)" — 0 quan n — oo. Per tant, hi ha ny de

manera que:

AM V(1 — §2)" < g n > ng.
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Espai de les funcions continues

Llavors, com que |f(z +t) — f(t)] < |f(x + )|+ |f(t)] < 2M obtenim per n > ng:

/Mq (2 +1) = f(2)|Qu(t) di < 2M On(t) dt < 2M /(1 _52)n/ »

o<[t<1 o<|t<1

< AMy/n(1 — 82" < g
(4.3)

Agafem les estimacions obtingudes en (4.2) i (4.3) i les posem en (4.1). Obtenim que, per
a tot = € [0, 1],

€ 9
Pala) = f@)| < S+ 5 =2 n 2w

Es a dir, P, — f uniformement en [0, 1].
Finalment veiem que ¢, < y/n. La funci6 h(z) = (1 — 2%)" — 1 + nz? compleix h(0) =0 i
R'(z) > 0 per x € [0,1]. Llavors h és creixent i, per tant, A(x) > h(0) = 0 per z € [0, 1].
Es a dir,

1—2?)">1-na* 0< 2 <1.

Per tant:
1 1 1 %
/ (1—932)”61517:2/ (1—3:2)"0[:1622/ (1—nx2)d:v22/ (1 —nz?) dz
-1 0 0 0
{ a;3]vlﬁ 41
=2z —— =—2>—=
31, 3v/n n
Llavors,

1
c
lzcn/(l—xQ)”d:vZ—n:cng\/ﬁ [
1 vn

Observacio 4.2.2. Si h € C([0, 1]), amb A(0) = 0, llavors hi ha polinomis p,, amb p,,(0) =0 de

manera que p, — h uniformement en [0, 1]. En efecte, pel teorema d’aproximacié de Weierstrass,

sabem que hi ha polinomis ¢, amb ¢, — h uniformement en [0,1]. En particular, tenim que
¢n(0) = h(0) = 0. Si definim p,(x) = ¢,(z) — ¢,(0), tenim p,,(0) =0 i p, — h — lim, ¢,(0) = h

uniformement en [0, 1].

4.3
STONE- WEIERSTRASS

El teorema d’aproximacié de Weierstrass va ser generalitzat a un context més abstracte. Si K

és un espai métric compacte, sigui Cg(K) = {f : K — R | f € C(K)}. Recordem que Cg(K)

és un espai meétric complet amb la distancia del suprem:

doo(f19) = If = glloc = sup |f(x) — g(z)].

Recordem també que f, — f en Cgr(K) si, i només si, f,, — f uniformement en K.
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Stone-Weilerstrass 4.3.6

Definici6 4.3.1 (Subalgebra). Una subalgebra d’A de Cr(K) és un subespai vectorial de Cr(K)
que és estable pel producte (si f,g € A, llavors fg € A).

Notacié 4.3.2. A denota la clausura d’A en Cg(K). Tenim g € A si, i només si, existeix f, € A

tal que f,, — ¢ uniformement en K.
Lema 4.3.3. Si A és una subalgebra de Cr(K), llavors A també és subalgebra de Cr(K).

Demostracio. Donades f, g € A, volem provar que fg € A. Com que f, g € A, llavors existeixen
frsgn € Aamb ||f — fulloo = 01 ]|g — gnlloc — 0. Al ser A una subalgebra de Cg(K), tenim que
fngn € A. Passem a provar que f, g, — fg uniformement en K, equivalent a qué || fg— fugn| — 0

que provaria fg € A. Per la desigualtat triangular tenim:

19 = fagnlleo = doc ([, frgn) < doc(f 9, fn) + doo(fGn, frgn)-

Ara tenim:

doo(f9, Fon) = 1f9 — fnlloc = Sup |f(2)g(x) — f(@)gn(@)] < | flloo - |9 — gnlloc — 0.

De la mateixa manera tenim:

oo (fGn, frngn) < N gnlloollf = frlloo-

Al ser (g,), convergent, aleshores és uniformement acotada, és a dir, hi ha M > 0 independent

de n amb [|gn]lec < M per a tot n, on M = max{||filloc; - -, [[fatilloos 1 + | f|loc}- Aleshores:

Aoo(fns frgn) < M| f — falle = 0,

i hem provat que ||fg — fugnllc — 0, com voliem veure. |

Definicié 4.3.4 (Separa punts). Diem que A C Cgr(K) separa punts si, i només si, donats
x,y € K amb x # y, hi ha f € A amb f(x) # f(y); és a dir, si A conté almenys una funcié f

que sigui injectiva.

Definicié 4.3.5 (No s’anul-la en cap punt). Diem que A C Cgr(K) no s’anul-la en cap punt si
per a tot x € K hi ha h, € A amb h,(z) # 0. Es clar que si A conté les constants, aleshores A

no s’anul-la en cap punt.

Teorema 4.3.6 (de Stone-Weierstrass). Sigui K un compacte i A C Cr(K) complint:

1. A és subalgebra de Cr(K),
2. A separa punts,

3. A no s’anul-la en cap punt.

Llavors, A és dens en Cr(K). Es a dir, donada f € Cr(K) hi ha una successio (f,), C A amb

fn — [ uniformement en K.
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Espai de les funcions continues

Observacioé 4.3.7. Per a provar el teorema, és suficient provar que A és dens en Cg(K). Es a
dir, que fixats f € Cg(K)ie>0hihage€ Aamb |[f —g|ls <e. A més, sabem que A compleix

les tres propietats de I’enunciat del teorema de Stone-Weierstrass.

Passarem a provar una série de lemes, on ja suposem que A compleix les propietats del

teorema de Stone-Weierstrass.
Lema 4.3.8. Si f € A, aleshores |f| € A.

Demostracio. Com que h(xz) = /x € C([0,1]), amb h(0) = 0, pel teorema d’aproximacio de
Weierstrass hi ha una successi6 de polinomis (p,), amb p,(0) = 0, per a tot n, de manera
que p, — h uniformement en [0,1]. Podem suposar que f # 0 i que, per tant, ||f|lcc =
sup,e | f(x)] > 0. Com que f € A, al ser A subalgebra, tenim que u = ﬁ €A

Com que u : K — [0, 1], llavors podem fer les composicions p, o u i h o u. Observem que
tots els termes w,u?, ..., u™ son elements d’A. Com que p,(0) = 0 per a tot n, se segueix que
pnou € A (aqui fem servir que p,(0) = 0 ja que no sabem que les constants siguin d’A). Ara
veurem que howu € A, degut a qué p, o v — h o u uniformement en K. En efecte,

sup |pn(u(x)) = h(u(z))| = sup |pa(y) — h(y)] =0,

ja que p, — h uniformement en [0, 1]. Ara, ja sabem que hou € A; com que hou = |

obtenim que |f| € A. O:
Lema 4.3.9. Si f,g € A llavors max(f, g) € A i també min(f, g) € A.
Demostracio. Es conseqiiéncia del lema 4.3.8, ja que:

max(f, 9) = 5(f + g+ 1f — gl), min(f.9) = 5(f +9 17 ~ g]). g

Lema 4.3.10. Donats x,y € K ambz #y i a,5 €R, hi ha h € A amb h(x) =« i h(y) = f.

Demostracio. Com x # y i A separa punts, hi ha g € A amb g(z) # ¢(y). Com que A no
s’anul-la en cap punt, hi ha h,, h, € A amb h,(z) # 01 h,(y) # 0. Al ser A subalgebra, tenim
que:

g1 = ghy — g(x)hy € A, g2 = gha — g(y)ha € A.
Observem que tenim gy(x) = 0, g2(y) = 01 g1(y) = (9(y) — 9(x))hy(y) # 0, ja que g(z) # g(y)
i, a més, h,(y) # 0. Igualment, com que h,(x) # 0 tenim go(x) = (g9(x) — g(y))h.(z) # 0.

Aleshores, la funcié h = QQL@) go + g%y) g1 pertany a A i compleix les propietats demanades. M

Lema 4.3.11. Siguiz € K, f € Cg(K) ie > 0. Eristeiz g, € A amb g,(z) = f(x) de manera
que g,(2) < f(z) + ¢ per a tot z € K.
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Demostracio. Per 4.3.10, per a tot y € K hi ha f, € A de manera que f,(z) = f(x) i f,(y) =
f(y) < f(y) + e. Per continuitat, hi ha un entorn U, de y de manera que f, < f +¢ en U,. Al
ser K compacte hi ha y1,...,yy € K de manera que K esta contingut en un subrecobriment
finit d’entorns Ufil U,.. Per 4.3.9 la funci6 g, = min(f,,,..., f,y) pertany a A i compleix
g=(x) = f(2), ja que f, (x) = f(z) per 1 <j < N. A més amés, si z€ K, aleshores z € U,
per algun j amb el que f, (2) < f(z) +¢e. Per tant:

92(2) < fy,(2) < f(2) +¢, z € K. -

Prova de Stone-Weierstrass, J.5.0. Sigui x € K i considerem la funci6 g, obtinguda en 4.3.11.
Com que g,(z) = f(x) > f(x) — € per continuitat existeix un entorn V, de z amb g, > f — ¢
en V.. Com que K és compacte, existeixen xy,...,z) € K tals que K esta contingut en un
subrecobriment finit d’entorns Uf\il V.. Per 4.3.9, la funcié g = max(g,,, ..., gs,,) Pertany a A.
Per 4.3.11, tenim g,,(2) < f(z)+eperatot z € K,1 < j < M, amb el que g(2) < f(2)+¢, per
z € K. Per altra banda, com que z € V,, per algun 1 <j < M ig,, > f—¢cenV,,, tenim que:

9(2) > g2,(2) > f(2) —e = f(2) —e <g(z) < f(2) +¢, VzEK.
Es a dir, tenim |f(z) — g(2)| < € per a tot z € K. |

Corol-lari 4.3.12. Sigui K C R™ compacte. Tota funcié f € Cr(X) es pot aproximar unifor-

mement en K per polinomis de n variables.

Demostracio. Sigui A = P(K) l'algebra dels polinomis P : K — R. Es clar que és una
subalgebra de Cgr(K) i com que conté les constants, aleshores A no s’anul-la en cap punt. Veiem
que A separa punts: si tenim x = (x1,...,2,) € K iy = (y1,...,yn) € K amb z # y, llavors
existeix (com a minim) un j tal que z; # y; (evidentment, 1 < j < n). Llavors, el polinomi
P(xy,...,2,) = x; compleix que P(z) # P(y) amb el que A separa punts. Ara, aplicant

Stone-Weierstrass, 4.3.6, obtenim el resultat. [ |

Hi ha una versié del teorema de Stone-Weiestrass valida per a subalgebres de ’espai de les
funcions continues amb valors complexos, C(K,C). En aquest cas, per tal d’obtenir la densitat

d’A en C(K,C), ens val una quarta condici6, que és si f € A, llavors f € A.

Definicié 4.3.13 (Algebra autoconjugada). Recordem que si z = x+4y € C, el seu conjugat és
z=x—1yisi f: K — C és una funci6 amb valors complexos, llavors la seva funcié conjugada
és f : K — C, definida per f(z) = f(z). Una algebra que compleix aquesta propietat es diu

que és autoconjugada.
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Espai de les funcions continues

4.4
ELS COMPACTES DE LES FUNCIONS CONTINUES

Descriurem els subconjunts compactes de 1’espai de les funcions continues. Recordem que si X
és un espai métric, posem Cp(X) = {f : X — R | f € C(X)}. Sabem que si X és compacte,
Cr(X) és un espai meétric amb la distancia del suprem doo(f, g9) = sup,cy | f(z) — g(2)].

Definicié 4.4.1 (Familia equicontinua). Una familia de funcions F C Cr(X) es diu que és
equicontinua en un punt xy € X si es compleix que donat £ > 0 hi ha un d,, > 0 (depén del
punt escollit) de manera que si € X amb dx(x,x¢) < dy,, aleshores |f(z) — f(zo)| < € per a

tota funci6 f € F. Diem que F és equicontinua si ho és en tot punt de X.

Definici6é 4.4.2 (Uniformement equicontinua). Diem que F C Cr(X) es diu que és equiconti-
nua en un punt zo € X si es compleix que, per a tot ¢ > 0 existeix 6 > 0 (no depén del punt

escollit) tal que si dx(z,y) < 0, aleshores |f(x) — f(y)| < ¢, per a tota f € F.

De manera semblant a com es provar que una funcié continua en un compacte és uniforme-
emnt continua, es pot veure que si X és un espai métric compacte, llavors tota familia F C Cr(X)

equicontinua és uniformement equicontinua.

Teorema 4.4.3. Siguin (X,dx) i (Y,dy) espais métrics, X compacte i F C Cr(X) equiconti-

nua. Llavors, F C Cr(X) és uniformement equicontinua.

Demostracio, no entra. Sigui e > 0. Com F és equicontinua en Cg(X), per a tot p € X, existeix
b, > 0 tal que per a tot ¢ € X que compleix dx(p,q) < d,, aleshores dy (f(p), f(q)) < 5, per a
61’

tota f € F. Donat que X C J,cx{r} CU,cx B(p, %) i, per hipotesi, X és compacte, existeixen

P1,.--,0n € X tals que X C U?ZlB(pi,%). Definim § = 4 min(é,,,...,d,,). Siguin p,q € X

tals que dx(p,q) < d. Llavors existeix 1 < m < n tal que p € B(p, 6”7) i, conseqlientment:

0. ) 0.
dX((me) S dX(paQ) +dX(p7pm) < 5+ L S ﬂ—'— -

-
2 2 2 — P

Per tant, dy (f(q), f(pm)) < 5, per a tota f € F. Finalment, per a tota f € F:

€
+ - =c. [ |

Ay (F0). (@) < dy (F(B). F(pn)) + dy (f (o), f(@)) < 5+

El segiient resultat descriu els subconjunts compactes de Cr(X) quan X és un espai métric

compacte.

Teorema 4.4.4 (Arzela-Ascoli). Sigui X un espai meétric compacte, i KK C Cr(X). Son equiva-

lents:

1. K és compacte,

2. IC és tancat, acotat i equicontinua.
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Demostracio.

= Com K és compacte, sabem que K és tancat i acotat. Hem de provar que K és equicontinua,

que ho farem via el segiient resultat.

Proposicio 4.4.5. Sigui X un espai metric compacte. Si IC és un subconjunt compacte

de Cr(X), llavors K és una familia uniformement equicontinua.

Demostracio. Suposem que K no és uniformement equicontinua. Llavors, donat ¢ > 0
per a tot 4 > 0 podem trobar zs,ys € X i una funci6 fs € K amb dy(xs,ys) < 0 i
|fs(zs) — fs(ys)| > €. Per n € N, prenem §,, = % Llavors, hi ha z,,y, € X tal que
dx(xp, yn) < % i una funcio f,, € IC amb |f,(z,) — fu(yn)| > . Tenim (f,,), C K icom que
KC és compacte, és compacte per successions, amb el que té una parcial (f,, ), convergent
en Cr(X) a una funcio f € K.

Com que X és compacte, la successio (x,, )y C X té una parcial (xnkj) ; que convergeix a
un punt x € X. Com que d X(xnkj , ynkj) < n%j’ se segueix que la corresponent subsuccessio
(Yny,,); també convergeix a .

Ara bé, tenim que fnkj convergeix a f en Cr(X), és a dir, fnkj convergeix a f uniformement
en X. Com que xp,  — 21 yn, — 1, (cf. 3.3.4) se segueix que o, (mnk]) — f(x) i
o, (ynkj) — f(z), que és una contradiccié, donat que ]fnkj (xnk]) — o, (ynkj)] > ¢ per a

tot j. Per tant, K és uniformement equicontinua. [ ]

Amb aquesta demostracio, ja hem acabat.

< Aquesta implicaci6 és encara més densa.

Teorema 4.4.6. Sigui X un espai métric compacte i (f)n C Cr(X) una successio acotada

i equicontinua. Llavors, (f,)n té una parcial convergent en Cr(X).

Demostracio. Com X és compacte 1 {f,} és equicontinua, llavors {f,} és uniformement
equicontinua. Fixem ¢ > 0. Llavors hi ha § > 0 de manera que si z,y € X amb dx(z,y) <
d, lavors |fu(z) — fu(y)| < § per a tot n. Com X és compacte, hi ha z1,..., 2, € X
amb X C Ule B(z;,0). Observem aqui que, com § depén de €, els punts xq, . ..,z també
depenen de €.

Com que {f.(x1)} és una successio acotada de nombres reals, pel teorema de Bolzano-
Weierstrass, té una parcial convergent, que denotarem per { f,gl) (x1)}. Considerem ara la
successié de nombres reals { fél)(ﬁg)}. Aquesta successio també esta acotada, amb el que
té una parcial convergent, que denotarem per { féz) (z2)}. Observem que { ff) (1)} també
és convergent, ja que { j}(LQ)} és una subsuccessio de { fr(Ll)}. Reiterant aquest procediment,
obtenim una subsuccessio de {f,} que denotarem per { fT(Lk)} de manera que les successions

de nombres reals { fr(b )(xl)} son convergents per ¢ = 1,..., k. En particular, sén successions
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de Cauchy, amb el que hi ha n; € N, amb ¢ € {1,...,k} de manera que

£ () = F0 (@) < 2. m>n =,

Prenent ny = max(nq,...,ny), obtenim que
1£®) () — 1B ()] < % m>n>no, i€{l,. .k} (4.4)

Passem a provar que de ) 7(,?)) < e per m > n > ng; és a dir, ||f7(,]f) - fT(Lk)HX és

SUDge x 1P (@) = fP(2)|| < e. Sigui # € X. Aleshores © € B(x;,6) per algun i €
{1,...,k} i tenim que

1P (@) = £ (@) < [fP (@) = P @)l + [F (@) = £9 (@a)| + | f9) (23) — [ ().

El primer i el tercer sumand del terme dret d’aquesta desigualtat son menors que § per la
5
Com que la desigualtat és valida per a tot x € X, obtenim que

equicontinuitat de {f,}, i el segon terme és menor que £ per m > n > ng degut a (4.4).

doo(J. 1) = sup |[P@) = [P @) <2 m>n >y
S

Observem que aixo ho hem provat amb un € > 0 fixat, perd no té per a qué ser cert amb
valors més petits. Es a dir, la subsuccessié { fr(bk)} depén de . Exactament hem provat
que, per a cada € > 0, existeix una subsuccessio de {f,,}, que denotarem per {gff)} amb
la propietat de que doo(gff), ggi)) < ¢ (podem pensar que aquesta desigualtat val per a

qualsevol m,n € N, suprimint els primers termes de la subsuccessio).

o Prenent ara e = 1, obtenim una subsuccessié de {f,}, que denotarem per {g\"} de
manera que doo(g,(ll), g%)) < 1 per n,m € N. La successio {gg)} verifica les mateixes
hipotesis que 'original.

e Ara, prenent ¢ = %, existira una subsuccessio de { g,(ll)} (que, al seu torn, sera subsuc-

D) < s, peran,meN.

cessio de {f,}) que denotarem per {gﬁf)}, satisfent d (g
e [terant aquest procediment, obtenim una familia de successions {gﬁlk)} complint les
segiients propietats:
1. {gflkﬂ)} és una subsuccessio de {g,(Lk)} i {gg)} és una subsuccessio de {f,}.
2. deo ﬁk), ggf)) < %, per a tot n,m, k € N. Per veure-ho més clar, mostrem ara una

matriu infinita, on cada fila és una parcial de la fila anterior.

i fo fs  fa
g’ o g gl
2 g2 ¢ g
o g g g
W W

91 [0} g3 g4



Els compactes de les funcions continues 4.4.8

Considerem ara la successio {g,(L")}. Degut a /., aquesta és una subsuccessio de {f,}.
Passem tot seguit a veure que {gfln)} és una successio de Cauchy de Cg(X). Donat € > 0,
prenem ng € N amb nio < e. Llavors, per m > n > ng, tenim (altre cop per 7.) que hi ha

Ny, > M amb gﬁﬁn ) = g%, i degut a la propietat 2., se segueix que

1

n 7gnm

Aixi, {g\} és de Cauchy en Cr(X), que és complet, amb el que {g"”} és convergent en
Cr(X). |

Per fi, com que K és tancat, acotat i equicontinu, (f,), C K és acotada i equicontinua.
Aplicant 4.4.6, (f,,), té una parcial convergent en Cg(X) a un element f € Cgr(X). Com K
és tancat, se segueix que f € IC; per tant, KC és compacte per successions i, aixi, compacte,

que era el que voliem provar. [ |

Observacio 4.4.7. Observant la prova, veiem que podem canviar la hipotesis de que {f,} sigui
acotada, per la condici6 de que {f,} sigui puntualment acotada: per a tot z € X hi ha una

constant positiva M, de manera que sup,, | fn(z)| < M,.

Corol-lari 4.4.8. Sigui X espai métric compacte, i {fn} C C(X,R™) successid acotada i equi-

continua. Llavors {f,,} té una parcial convergent en C(X,R").

Demostracio. Per i = 1,...,n sigui {f’} la successi6 formada per la component i-¢sima de
{fm}. Clarament, {f!} és una successi6 acotada i equicontinua de Cr(X). Si apliquem 4.4.4
(en particular, 4.4.6), obtindrem una subsuccessié convergent en Cr(X), que denotarem per
{fi }m. Siapliquem ara 4.4.4 a {fZ },, obtindrem una parcial convergent en Cg(X) per a la
segona component, de manera que la corresponent parcial per a la primera component és també
convergent en Cg(X). Procedint aixi, tindrem una successi6 creixent d’enters positius (j,)m de
manera que (f; );, és convergent en Cg(X) per i =1,...,n. Llavors, (f;,, = (f} ,.... f])) és
una parcial de (f,,), convergent en C(X,R™). [

Comentar finalment que el teorema d’Arzela-Ascoli també és cert per C(X, C) o per C(X,R"):
si X és un espai métric compacte, llavors I C C(X,R™) és compacte si, i només si, KC és tancat,
acotat i equicontinu. Una implicacié que s’obté amb la mateixa prova que per 4.4.5 i l'altra

implicacié és conseqiiéncia de 4.4.8.
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Series de potencies

5.1
CONCEPTES PREVIS

Definicié 5.1.1 (Series de poténcies). Volem estudiar séries de funcions de la forma ) ., an(x—
a)™, on (a,), és una successio de nombres reals i a € R. Una série d’aquest tipus s’anomena série
de poténcies. Amb la bijeccié * — a — x podem suposar que a = 0. Aixi doncs, estudiarem la

serie de poteéncies:
o0
E anpx”.
n=0

Definicié 5.1.2 (Limit superior i inferior). Donada una successi6 (a,), de nombres reals, de-

finim el seu limit superior (inferior) com:

lim a,, := inf (sup an> ,
n k

n>k
lima, :=sup | inf a, | .
n k n>k

Observaci6 5.1.3.

1. Es clar que lim, a, < lim,, a,. A més, si (@n)n és convergent, aleshores lim, a,, = lim,, a,, =
lim,, a,,.

2. Es compleix també que si (a,), és acotada superiorment, lim,, a,, és el maxim dels limits de
les successions parcials convergents i si (a,), és acotada inferiorment, lim, a,, és el minim
dels limits de les successions parcials convergents.

3. Observem que si (a,,), no és acotada superiorment, existeix (a,, ), una parcial amb limy, a,, =
+00. Per tant, en aquest cas, lim,, a, = +00 i val també la mateixa caracteritzacio.

/. Hi ha una caracteritzacié analoga per a limit inferior. Si (a,), no és acotada inferiorment,
existeix (an, ), una parcial amb limg a,, = —oo. Per tant, en aquest cas, lim, a, = —o0 i

val també la mateixa caracteritzacio.

Exemple 5.1.4. Si tenim la successioé (a,), = {0,1,0,1,0,1,0,1,...}, aleshores lim a, = 0 i

lim,, a, = 1. Si (b,), = ((—=1)"),, aleshores lim b, = —1 i lim, a, = 1.

Proposicié 5.1.5 (Criteri de larrel). Sigui (a,), una successio de nombres reals, i sigui o =
lim,, {/|ay|. Aleshores,

1. St o<1, la série Y, a, €s convergent,

2. Sia>1 la série )y a, és divergent.
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Demostracio.

1. Suposem que o < 1. Prenem r amb o < r < 1. De la definicié de « i de limit superior,
veiem que hi ha ng € N de manera que W <r,n>ng. Esa dir, tenim que la,| < r™
per n > ng, amb el que ) |a,| < oo jaque ) r" <ooalserr <1

2. Sabem que una série convergent compleix que |a,| — 0. Aleshores, provarem que |a,| no
tendeix a zero, que implica que la série > a, és divergent. Com que 1 < a = lim,, W ,
aleshores hi ha infinits termes complint que {L/m > 1, que implica que hi ha infinits n

amb |a,| > 1, amb el que |a,| no pot tendir a zero. |

Proposici6 5.1.6 (Radi de convergéncia). Sigui ), -, an*" una série de poténcies i sigui R €
[0, +00] definit per & = lim,, {/|a,|. Aleshores:

1. Si|z| < R, la série ), o anz™ és convergent.

2. Si|z| > R, la série Y oo anx™ és divergent.

R s’anomena radi de convergéncia de la série de poténcies.

Demostracio. Es conseqiiéncia del criteri de I'arrel, ja que, fixat z, tenim que ) . a,2" =

ano b, amb b, = a,x" i, llavors:

a = lim {/|b,| = lim {/|a,| - |z|" = |z| - Tim /]a,|.
n n n
Per tant, o« <1 <= |z| < R1i, també, a <1 <= |z| > R. |

Exemple 5.1.7. Calculem el radi de convergéncia de la série de poténcies ) .,2"2". Tenim
}l{ = lim,, V2" = 2. Per tant, el radi de convergencia és R = %, amb el que la série convergeix si

1o s ~ 1 _ 1 - - : _ 1
|| < 5 i és divergent si |z| > 5. Quan x = 5, ens queda la série ) 1 divergent; quan z = —3

ens queda la série Y - (—1)", també divergent.

Observaci6 5.1.8.

1. Com veiem, el calcul del radi de convergeéncia R ens determina tota la regi6é de convergéncia
de la série, excepte els punts x amb |z| = R; és a dir, excepte quan x = —R i x = R. Per
estudiar aquests casos, simplement substituim i estudiem les séries de nombres reals que
ens queden. Ho hem fet a I'ultima frase de I’exemple anterior, 5.1.7.

2. Recordem que si existeix lim, % = /¢, aleshores lim,, {/|a"| existeix i també val ¢. Per
tant, en el cas que es pugui aplicar aquest criteri podem obtenir una altra manera de
calcular el radi de convergéncia d'una serie de poténcies, que en alguns casos pot ser més
convenient que aplicar el criteri de ’arrel: podem calcular, doncs, el radi de convergencia

de la série de poténcies amb la féormula segiient:

lan| 1 1_€
|anpa] L R

Zanx" — R =Ilim

n>0

40



Conceptes previs 5.1.11

sempre que aquest limit existeixi. En aquests casos:

{R <1i), a,z" convergeix, sil>1;

R>11) a,z™ no convergeix, si/f < 1.

3. El fet que existeixi el limit superior lim,, % no implica que aquest coincideixi amb
n

lim,, ¥/|a,|. Per tant, per calcular el radi de convergéncia R de moltes séries no podem

aplicar el criteri del quocient de manera directa.

Exercici 5.1.9. Calculeu el radi de convergéncia R de les segiients séries de poténcies:

1Y sy na™.
D DR i i

Demostracio.

1 lan+1] —

1. Apliquem el criteri del quocient: R = —————. Si lim,, ¢ existeix lim,, {/|a,| =
lim, {/|an| lan|
1 . o 1 . . . . _
7 =10 R=3itenim R =lim, 5 =1 - -
2. Un altre cop, aplicant el criteri del quocient ens queda % = lim, v/n" = lim, n = 400,
amb el que R = 0.

30D e (nxTnn!? aplicant el criteri del quocient ens queda:

. 2)!
R = lim 2 — mﬂ)' — lim(n + 2)! = +o0. -
n mt2)! n (TL+1> n

Exemple 5.1.10. Ara calcularem el radi de convergéncia R per a la série de poténcies anl n2tx?n.
Notem que no podem aplicar directament el criteri del quocient (cf. 5.1.8,5.). Per tal de calcular

R en aquest cas, podem fer-ho:

1. Aplicant la definici6 de R amb la férmula % = lim,, {/|a,|. En el nostre cas, tenim que

op, = n2™ 1 a,, val zero si n és senar. Llavors:

i
7

2. Fent el canvi de variables y = 22 obtenim la série de poténcies Zn21 n2"y". Apliquem el

I — T T 2n —
B lim {/]a,] = im %/]ag,| = lim ¥/n2» = v2Iim ¥/n=v2 — R =

criteri del quocient per a calcular el radi de convergéncia R’ d’aquesta nova série:

n2" 1 n 1
R =lim—— =i ==
W D2 2 mntl 2

Aleshores, la série és convergent si |y| > % Es a dir, la nostra série inicial és convergent si

1

2% < 3 <= |z| < \% i és divergent si |2?| > 1 < |z| > \% Aixf també, obtenim R = —5.

Exemple 5.1.11. Passem a calcular el radi de convergencia R de la série de poténcies 2@1 2 2",

Aqui no tenim cap canvi de variable que ens permeti aplicar el criteri del quocient. Aleshores,
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hem de fer servir la mateixa definici6: + = lim,, {/|a,|. Ara observem que a, sempre val zero

1
R
o,

excepte quan n = 2, que tenim a,, = % equivalentment, a,x = 27%. Llavors:

I — |
= = Tim {/Ja,] = 7 = lim /] = lim oRE :h’gnz—fk —20=1 — R=1.

Teorema 5.1.12. Sigui ano a,x™ série de potencies amb radi de convergencia R > 0.
1. Y =0 @nT" €s convergent per x| < R.
2. ps0 @™ €s divergent per |z| > R.
3. La série ano a,x™ convergeix uniformement en [—r,r] per a tot0 < r < R. En particular,

la funcio f(z) = ),50an®™ és continua en (=R, R).

Demostracio. Només queda veure 5. Observem que si |z| < r < R, llavors |a,z"| < |a,|r".

Aleshores, com que:
lim {/|a,|r™ = rlim {/|a,| = }% <1,
n n

pel criteri de 'arrel obtenim que ), - |a,|r"™ < co. Per tant, aplicant el criteri A/ de Weierstrass,
obtenim que la série ) | - a,r" convergeix uniformement en [—r,r]. Finalment, com que tenim
una série de funcions continues que convergeix uniformement, la funci6 f(x) = > ., a,2" és
continua en (—R, R). |

Observacié 5.1.13 (Domini de convergéncia). Com hem comentat abans, un cop calculat el
radi de convergéncia R, podem estudiar els casos * = R i * = —R separadament, per tal

d’obtenir tot el domini de convergéncia de la série. Aqui ens podrem plantejar si es compleix:

lim E an:z;"zg a, R".
rz—R~

n>0 n>0

Aixo es complira si sabem abans que ), ., a, R" és convergent.

Teorema 5.1.14 (d'Abel). Sigui 3, ,a,a"™ la série de poténcies amb radi de convergéncia
R >0. 5i ano a, R" és convergent, aleshores la série ano a,x"™ convergeix uniformement en
[0, R] (de fet, ho sera per simetria en [—R,0] també i, per tant, en [—R, R]). En particular, la

funcio f(x) =3 oganx" és continua en [0, R].

Demostracio, no entra. Tot punt x € [0, R] s’expressa com x = AR, amb A € [0, 1]. Comprovem
que es compleix el criteri de Cauchy de convergéncia uniforme de séries. Per hipotesi, la série
Y ns0 @n R és convergent i, per tant, donat € > 0 existeix ny € N tal que la cua de la successio
convergeix, és a dir:

€
ZakRk < 5 n > ng.

k>n
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Conceptes previs 5.1.17

€
2
uniforme en [0, R], volem provar que per a tot A € [0, 1], tenim:

Si posem S, = >_,~, axR* llavors tenim |S,| < £ per a n > ng. Per provar la convergencia

m n—1
Zak/\kRk — Zak)\kRk <E, m>n > ng.
k=0 k=0

Volem provar, en definitiva, que:
la, A\"R™ + - + ap AR < €, m > n > nyg.

Donat que si prenem cadascun dels a; R? tenim que a; R/ = S; — S;11,

AP R™ + « - + @ A" R™| = [(S — Sut)A™ + (Spat — Snsa) A4 s+ (S — St )A™]
= (S A" + St (A= A ek S (AT = AT — AT
IS B O L I N [ N Y D s R S D

Donat que |Si| < 5,1 que [A*Fh — M| = X\ — X5+1 obtenim que per a m > n > ny:
€
|ap A" R" + -+ + app N R™| < 3 (Ao + A" =N o (XA + A7) =X <¢,
ja que A < 1. Per tant, la série ) -, a,R" convergeix uniformement en [0, R]. |

Observacio 5.1.15. El mateix resultat és cert per —R. Si ) ., a,(—R)" és convergent, ales-

hores la série ) ., a,2" convergeix uniformement en [—R, 0].

Exemple 5.1.16. Considerem la série de poténcies:

n+4
> e (5.1)

n>1

Tenim que el radi de convergéncia d’aquesta série és:

ap n+4) (n+ 1)357+!
R =lim ) :lim( 4 (n+1) = 5.
O n n3hn n+5
En 2 = 5 obtenim la série )7, ., %5, que és convergent (perqué Y. - ho és). També, en
x = —5, tenim la série convergent ) WL#. Pel teorema d’Abel, la série (5.1) convergeix

uniformement en [—5, 5].

Exemple 5.1.17. Considerem la série de poténcies:
flx) = Z 2 "%,
n=0
Calculeu el seu radi de convergéncia R. Per a |z| < R, calculeu lim, ,z- f(z).
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Séries de poténcies

5.2
INTEGRACIO I DERIVACIO DE SERIES DE POTENCIES

Proposicio 5.2.1. En el seu domini de convergéncia tota série de potencies €s integrable, i la

seva integral es calcula fent-ho terme a terme.

Demostracio. Siper |z| < R tenim f(z) = >~ a,z", aplicant el teorema de la convergéncia

uniforme i integracio, obtenim que:

x x x In+1
f(t) dt:/ a,t" dt = an/ t"dt =Y ap :

Lema 5.2.2. Tota série de potencies - anx™ i la serie Y, - na,z"~" obtinguda derivant

terme a terme, tenen el mateix radi de convergencia.
Demostracio. Cal veure que lim,, W = lim,, W , 1 aixo és cert ja que lim, /n=1. W
Lema 5.2.3. Pero compte, no és cert, en general, que:
Tim(anb,) = (man) : (mbn) .
n n n
No obstant, si lim, a,, = ¢ i lim, b, = k > 0, aleshores lim, (a,by,) = k.

Demostracio. Si tenim una parcial (ay, )x amb a,, — ¢, aleshores a,,b,, — ¢k, que implica que
(k < lim,(ayby,). Ara, si an,;by; — 7, com que b,;, — k # 0, llavors a,, — 7 < /(= lim, a,. Al

ser k > 0, obtenim que r < £k, amb el que lim,(a,b,) < ¢k, i tenim la igualtat desitjada. [ ]

Observacié 5.2.4. Hem fet servir que si ¢ = lim, ¢,, aleshores hi ha una parcial (¢n,, )i amb

cn, — €1, que per a tota parcial convergent (cnj) j es té lim; ¢, < lim,, ¢,

Teorema 5.2.5. Sigui f(x) =) janz" seérie de poténcies amb radi de convergencia R > 0.
Llavors, f és derivable en (—R, R) amb:

o0
/ —
fl(x) = E na,z" ', |z| < R.
n=1
Es a dir, en el seu domini de convergéncia, tota série de poténcies és derivable i la seva derivada

es calcula, doncs, fent-ho terme a terme.

Demostracio. Per 5.2.2, posant f,(x) = a,2™ tenim que la série ) ., f, convergeix uniforme-
ment en [—7, 7] per r € (0, R). Amés, Y -, fn(0) = ag és convergent. Pel teorema de derivacio

i convergéncia uniforme, la série f(z) =) ., a,2" és derivable en (—R, R) amb:

flla) =Y (az") =) na,a"". ]

n>0 n>1
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Calcul de la suma de séries 5.3.1

Corollari 5.2.6. Sigui f(x) =), ., a,2" série de poténcies amb radi de convergencia R > 0.
Liavors, f € C*(—R, R) amb:

o0
|
(k) _ Z n n—k
Y (x) = —y - T x| < R.
(@) =3 G« e

n=k
Demostracio. Per 5.2.5, tota série de poténcies és derivada; com la derivada torna a ser una série
de poténcies amb el mateix radi de convergéncia, podem tornar a aplicar 5.2.5 iterativament,

obtenint el que voliem. [ |

*0)
il

(n) . . . .
de Taylor de f, f(z) = >, fn—!(o)x”. Hem vist, doncs, que si f és una série de poténcies amb

Observacioé 5.2.7. Com que f®(0) = k! - ay, llavors a;, = i, per tant, obtenim la série

radi de convergéncia R > 0, aleshores f € C*°(—R, R) amb la série de Taylor anterior. Ara bé,

el reciproc no €s cert en general.

Exemple 5.2.8. La funci6:
1
e 2, six #D0,
-

0, six=0.
Es de classe C*° amb f(0) = 0= f/(0) =--- = f® =0 per a tot k¥ € N. En efecte, tenim:
e 3 2 26737, six #0
"(0) = 1i = li V=0 = fl(z)=<" ’ ’
f(0) = liy —— = lim ye f'(@) {07 Gr—0
Llavors: )
F(0) = Tim 27 = Jim 2y =0
= lim =5 = Jim 2% =0

De la mateixa manera, acabem veient que f*)(0) = 0 per a tot k € N.

5.3
CALCUL DE LA SUMA DE SERIES

Sabem que, per |z| < R, podem integrar o derivar una série de poténcies fent-ho terme a terme.
Llavors, a partir de la identitat > n = 0®z" = ﬁ, |z| < 1, podem calcular la suma de diverses

series de poténcies.

Exercici 5.3.1. Estudiar la convergéncia i calcular la suma en el domini de convergéncia de
les segiients séries de potencies:
xn

1. anl n

[/ n

2. ZnZl(n+ 1)z",

p zn+1

3. ZnZl n(n+1) "

Observem que totes les seéries tenen radi de convergéncia R = 1.
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Séries de poténcies

Demostracio.

1.

46

(="

Tenim R =11 quan x = 1 queda Zn>1 divergent, i quan = —1 ens queda ) ., *—

convergent. Per tant, el domini de convergéncia de la série és [—1,1) i la série convergeix
uniformement en [—r, r| per a tot r € (0, 1). De fet, pel teorema d’Abel tenim convergéncia
uniforme en [—1,7] per a tot 7 € (0,1). Passem a calcular la suma: S(z) = Y, ., %,
|z| < 1. Com que tota série de poténcies és derivable en (—R, R) i es deriva terme a tgrme,

Zx” ! Zx \:c|<1

Aleshores, com S(0) = 0 per a |a:| < 1, tenim:

S(x):/ S'(t)dt = %:—ln(l—x), lz| < 1.
0 o 1—t

tenim:

w1 n)n convergeix, pel teorema d’Abel tenim:

Finalment, com que

(1 j

Z = lim S(z) = lim (—In(l —z))=—1In2.

n z——1 rz——1

n>1
Tenim R = 1. Per tant, la série és convergent per |r| < 1 i divergent per |z| > 1.
També és facil veure que la série divergeix tant en x = 1 com en z = —1. A més, la
série convergeix uniformement en [—r, 7] per a tot r € (0,1). Passem a calcular la suma
S(x) =, (n+1)a", |z| < 1. Integrant la série de poténcies terme a terme, obtenim

que la primitiva ve donada per:

an+1+c_

n>1

Per tant,
2¢0(1 —x) —2*(—-1) 2z —2?
S(z) =G'(z) = = <1
(@) =G = ZO ) 22

Observem que, en aquest cas, tenim que » , (n+1)(—1)" és divergent, pero lim,_, ; S(z) =
-3

T.

Tenim R = 1. Per tant, la série és convergent per || < 1 i divergent per a |z| > 1. També

és facil veure que la série convergeix tant en x = —1 i x = 1. A més, la série convergeix
uniformement en [—r, r] per a tot r € (0,1). De fet, pel teorema d’Abel hi ha convergéncia
uniforme en [—1, 1]. Passem a calcular la suma:

n+1

Sa)y=>" m 2| < 1.

n>1

Com que tota série de poténcies és derivable en (—R, R) i es deriva terme a terme, tenim:

o0 n

Zx—: In(l —xz), |z| <1,
n



La funcié exponencial i funcions trigonométriques

on, en la ultima identitat, hem fet servir el resultat del primer apartat. Com S(0) = 0,

tenim:

Finalment, com que la série convergeix en x = —1 i x = 1, pel teorema d’Abel ens queda
que S(—1) =lim,, ;+ S(z) = =1+ 2In2. També,
S(1)= lim S(z)=14 lim (1 —-2)In(1—2z) =1,
z——1" z——1"
ja que, aplicant la regla de 'Hépital tenim:
1
lim (1 —2z)In(l —2) = lim ylny = lim Y2 = lim L = lim —y=0. N
y

z—1— y—0t —0t % o0 y—0+ ;—2 y—0t

Ll i

5.4

LA FUNCIO EXPONENCIAL I FUNCIONS TRIGONOMETRIQUES

Proposicié 5.4.1 (La funcié exponencial). Sigui E(z) = Y o0 Z:. Llavors, E(x) = €%, on
€= s0mi- A més, E€C®R) amb:

Lo v =

*~

n=0 nl

E'(z) = E(x), per a tot x € R.

E(x +vy) = E(x)E(y), per a tot z,y € R.
E(z) >0 per a tot x € R.

E és estrictament creizent.

lim, o E(z) = 400 i lim, , o, E(z) =0.
limy 0o E(—2)z™ =0 per a tot n € NU{0}.

Demostracio. Provarem cadascun dels apartats, sense cap ordre en especial.

1.

El radi de convergéncia de E(z) és:

!
R = lim [an] = lim (n+1) = 400

n—>00 |an+1| n—00 n!

Provem ara que E(z +y) = E(z)E(y). Fixat a € R considerem la funcio F,(z) =
E(z)E(a —z), x € R. La funci6 F, ¢és derivable amb:

Fl(z) = F'(z)E(a—x) — E(z)E'(a — z) = E(x)E(a — 2) — E(z)E(a — x) = 0.

Per tant, F, és constant amb el que F,(z) = F,(0) = E(a), obtenint que E(a) = E(x)E(a—
x). Ara simplement prenem a = x + y i obtenim el resultat desitjat.

Podem seguir per raonar la segiient propietat. Si FE(r + y) = FE(z)E(y), aleshores
E(z)E(—z) = E(0) = 1, amb el que E(x) # 0 per a tot x € R. Per tant, tenim que
E(z) > 0 per a tot > 0: si hi hagués y tal que E(y) < 0 pel teorema de Bolzano (E ¢s

C™) existiria un xy € R tal que E(xg) = 0, pero acabem de veure que F(z) # 0.
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Séries de poténcies

4. Com que E'(x) = E(z) > 0 (la derivada de e” és ella mateixa, com és ben conegut), se
segueix que F és estrictament creixent.

J. Passem a provar que lim, ., E(—z)z" = 0 per a tot n € NU{0}. Per n € NU {0} fixat,

1

tenim F(z) > %, amb z > 0. Com que F(—z) = E(ll,), obtenim:
E(—z)z" < M — 0, quan z — +o00.
0. A partir de qué E(—x) = ﬁ:
lim E(z)= lim = Lo +o0.
25400 zotoo  E(—x)

7. Finalment, provem que E(x) = €”, per a tot x € R. Tenim que E(0) = 1 i, per n € N,
E(n) = E(14 -"- +1) = E(1)" = ¢". Tambe¢, E(—n) = ﬁ =+ =¢™", amb el que hem
vist que E(k) = ek, per atot k € Z. Sip = 2 llavors n = mp i:

m

¢" = E(n) = E(mp) = E(p+ -"- +p) = E(p)" = E(p) =en = ¢".

Ja hem vist que E(z) = e*, per a tot z € Q. Si z € R, prenem p,, € Q amb p,, — z, i com

E és continua obtenim que E(z) = lim,, F(p,) = lim, e’ = ¢e”. [ |

Definici6é 5.4.2 (Funcions trigonométriques). Per x € R, posem:

' oo x2n+1
SINT ‘= Z(—l) m,
n=0
e 2n
n L
cos T = Z(—l) o)
n=0 ’

Veiem que sin0 = 0 i que cos0 = 1. Aquestes séries de poténcies tenen radi de convergéncia

R = 400 i, per tant, defineixen funcions de classe C*°(R).
Proposicié 5.4.3. (sinz) = cosz, i també (cosz) = —sinzx.

Demostracio. Derivant la série de poténcies terme a terme, obtenim

o 2n
(sinz) = ;(—1)”(271 + 1)% = cos .
Igualment, veiem que (cosz) = —sinz. |

Proposicié 5.4.4. Sigui x € R. Aleshores:
1. cos?x +sin*z = 1;
2. |sinz| < 1;|cosz| < 1.

Demostracio.
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La funcié exponencial i funcions trigonométriques

1. Considerem la funci6 derivable f(x) = cos?z + sin® z. Com que

f'(z) =2cosz(—sinz) + 2sinx cosz = 0,

obtenim que f(x)

f(0)=1.

2. Conseqiiéncia directa de I'anterior apartat.

Observacio 5.4.5. Per a tot z € R, es té sin(—z) = —sinz i cos(—x) = —cosx

Proposicié 5.4.6. Per x € R, tenim € = cosx +isinzx.

Demostracio. Tenim:

o

1T - -n z" - -2k ka 2k+1 x2k+1
= = et T
n=0 k=0 k=0

Com que 72 = —1, llavors i?* = (—1)*, i també %1 = i(—1)*. Per tant,
00 2k+1
e :kz:;( 2k+1) = Ccosx +tsinx.
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V1

Series de Fourier

6.1
SERIES DE FOURIER

Considerem funcions 27-periodiques i ens preguntem, doncs, si és possible que tota funcié f

2m-periodica es pot posar com:

o0

= %—i—Zancos n) +Zb sin(nz).

n=1 n=1

Com que ™ = cos(nx) + isin(nz odem fer servir la notacié complexa i1 preguntar si:
)

+o0

f(z) = chem‘”, ¢, € C.

—00

Procés 6.1.1 (Caleul de ¢,). Suposem que f(x) = > €™ amb convergéncia uniforme en
[—m, ] (observa que aizo implica que la funcid f ha de ser continua en [—m,x]), llavors pel

teorema d’integracid i convergéncia uniforme:

—/f dx—ch/ 0,

neL

ja que f:r e dy =0 per n # 0. També,

1 [ , T d
P /Tr flz)e "™ dx = zn:n € ch/7T e’(”_m)wﬁ = Cp.

Com e!n=m)T do — () si, i només si, n % m, els coeficients ¢, queden completament determi-
p p J

1 " —inT
cn—%/_wf(:v)e dx .

Diem que f € LY([—m,m)) si [T |f|dz < oc.

nats. D aquesta manera:

Definici6 6.1.2 (Coeficient de Fourier). Sigui f € £!([—m, m)). Definim el coeficient de Fourier
de f d’ordre n € Z com:
1 [7 ,
= %/ﬂ f(z)e™ dx .

La série de Fourier de f és Sf(x) i les sumes parcials de la série de Fourier de f venen donades

per Sy f(z):

N

_ Z ]?(n inz — SNf Z 2nx.

nez n=—N

o1



6.2

Séries de Fourier

Una funci6 f : R — R és 2m-periodica si es compleix que f(x + 27) = f(x) per a tot z € R.
Donada una funcio f : [0,27) — R, la podem estendre de manera periodica a la recta real fent
servir la formula f(z + 27) = f(z). Recordem que la circumferéncia unitat {e?;6 € [0,27)} es
representa també per T i que podem identificar tota funcié f 27-periodica amb una funcié g
definida a T, utilitzant que per a tot z € T, existeix un tnic 6 € [0,27) complint que z = e
i definint g(e?) = f(0) i reciprocament, tota funcié g definida en T defineix una funcié f 27-
periodica en R, (f(0) = g(e?)). Abusant de notaci6, anomenarem f a les dues funcions.

Observem també que per tal que una funcié f sigui continua a T cal que la seva extensio f27
periodica a la recta real sigui continua, es a dir que f : [—7, 7] — R sigui continua en [—7, 7] i

a més que f(—m) = f(n). I analogament per a funcions derivables en T.

Observacio 6.1.3. Al tractar amb funcions 2m-periodiques, també podem considerar funcions
f:[0,2m) — R integrables, i calcular f(n) com
1 2

fn) = 5 | J@ede

6.2
SERIES DE FOURIER EN TERMES DE SINUS I COSINUS

En termes de sinus i cosinus, la série de Fourier de f queda com:

= %jtz an cos(nx)JrZ b, sin(nz), a, = %/ﬂ f(x) cos(nzx)dx, b, = %/w f(z)sin(nz) dx .

n>1 n>1 - -
Passem a fer alguns exemples de calcul.

Exemple 6.2.1. Calculem la série de Fourier de la funci6 f(x) = x©1(x), on xg(xr) = 1 si
I 1

r€FEixp(xr)=0six¢FE. Tenimaoz—/ dr =—1ipern>1:
T Jo

m
1 1 : r=1 .
/ f(x) cos(nz) —/ cos(nx) dr = — [M} _smn
0 ™ n =0 ™
1 =1 1—
bn = —/ sin(nz)dr = = {—M} _ oS
™ Jo ™ n =0 ™

Per tant, la serie de Fourier:

Sf(x) = L + Z s cos(nx) + Z % sin(nz).

N
n>1 n>1

Observacio 6.2.2. Els calculs se simplifiquen quan la funcié és parell o senar.

1. Cas f parella. En aquest cas, b, = 0 i, per tant, la série de Fourier de f queda:

—|— Zan cos(nx), an / f(x) cos(nx) dx = %/W f(z)cos(nz)dx. (6.1)
0

n>1
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Convergéncia puntual 6.2.5

2. Cas f senar. En aquest cas, a, = 0 i, per tant, la série de Fourier de f queda:
2 [T _

Z b, sin(nx), by, f )sin(nz)dx = — [ f(x)sin(nzx) dz
™ Jo

Exemple 6.2.3. Calculem la série de Fourier de la funci6 f(z) = x(11y(z) en (-7, 7). Es
una funci6 parella i, per tant, pren el valor de (6.1), Sf(z) = 9 + >, -, a,cos(nr) i tenim

ag = % = fol dr = % Per n > 1, podem escriure el terme general a,, i, d’aqui, S f(z):

2 ! 2sinn 1 2sinn
n=— dr = == S = - :
a /0 cos(nx) dx — f(z) —+ ; — cos(nz)
Exemple 6.2.4. Sigui f(x) = |z|, en [~7, 7). Es una funci6 parella i, per tant, seguint (6.1)
un altre cop, Sf(z) = % + 3,51 an cos(nx) i tenim ag = 2 = fol jw|de =2 [[ode =7 A més,

per n > 1 integrant per parts obtenim:

ay = %/wacos(m:) dz = % ([g; Sm(n"x)r: - /Oﬂwd:”)
9 (M 1 [_cosmx)]”) "y 2((=1)" = 1)

. =—3 —(cos(nm) — 1) = 3

™

3

Per tant,

Finalment, observem que si n = 2k, aleshores

Sf(z) = g + zi ( ) cos(ni).
(—

1) —1 =01, per tant:

Sf(

wm

4 i cos((2k — 1)x)
T (2k—1)? '
Exemple 6.2.5. Considerem la funci6 2r-periodica que ve definida en [—7, ) per f(z) = x.

Com f és senar, tenim Sf(x) =) ., bysin(nx) amb

i [

_2 (—%COS(nw) L1 {Mr ) LD

™ n n

r=

Per tant,
n+1

=2 Z sin(nx). (6.2)
n>1
6.3
CONVERGENCIA PUNTUAL

Donat un punt x, volem obtenir condicions sobre f que assegurin la convergéncia puntual de la

serie de Fourier cap a f, és a dir, de manera que tinguem Sy f(z) = SN f(n)e“”” — f(x)
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Séries de Fourier

quan N — oo. La continuitat de f no ens assegura la convergéncia puntual, ja que hi ha un
resultat de Bois-Reymond que demostra que existeix una funci6é continua en [—m, 7] de manera

que la série de Fourier divergeix en un punt.

Observaci6 6.3.1. Recordem que Sf(z) = >, f(n)eim’, i tornem al problema de la con-
vergéncia de la série de Fourier. Observem que si f € C([—m, 7)) i recordant que ||fl]lo =

SUP e[ 7.7 |f(z)|, Navors tenim:

27r/ f(z dx

Sabem que una condicié necessaria per la convergencia en el punt z és que | f(n)e™®| — 0 quan

~

|£(n)

1 s
< —/_ @) dz < [f]l.

In| = oo. Com que |e™*] = 1, una condici6 necessaria és que |f(n)| — 0 quan |n| — oo.

Lema 6.3.2 (de Riemann-Lebesgue). Sigui f € C(T) (de fet, fins i tot, f € L}(T)), on T és la

circumferéncia unitat. Llavors, \f(n)] — 0 quan |n| — oo.

Demostracio. Fent servir la versié6 complexa del teorema de Stone-Weierstrass, 4.3.6, podem
veure que els polinomis trigonometrics Z,JCV:_ ane™ son densos en l'espai C([—m, 7]). Per tant,
donat ¢ > 0, hi ha un polinomi trigonomeétric P(t) = Z\n\ggr(zv) ane™ de manera que || f — P||o <
e. A més, es compleix que a,, = P(n) per a |n| < gr(P) i P(n) =0si |n| > gr(P). Prenent n de
manera que |n| > gr(P), tenim P(n) = 0 i, per tant:

Fn) = F(n) = P)| = |(F = P)(n)| < | f = Pl < = O

Teorema 6.3.3. Sigui f € C([-m,7]) @ f(—7) = f(r). Si f és derivable en xy, llavors
limy Sy f(zo) = f(xo).
Demostracio.
1. Podem suposar que f(z9) = 0. En efecte, prenent h(x) = f(z) — f(zo) tenim Syh(z) =
Snf(x) — f(xo) ja que S,k = k per a tota constant k € R.

2. Ara, podem suposar que xg = 0. En efecte, estenent f de manera 27-periodica a tot R i

definint g(x) = f(x + ), obtenim:

~ 1 [ . . 1 [7 .
i) = 5 [ S aear= e [ g ayeier ) e,

Al ser f 2m-periodica (podem traslladar l'interval d’integracié de +m + xg a +), fent el

canvi de variable y = x + x(, veiem que:

znxo i einxo T+xo i einxo ™ i PN
i [ e =2 [ e ay = 52 [ e dy = e Fin),

—T+x0

de manera que:

G(n) = €™ f(n) = Sf(zo) =Y _ f(n)e™™ =" G(n) = Sg(0).

neZ neL
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Convergéncia puntual 6.3.5

7. Aixi doncs, només cal veure el resultat per zo = 01 f(z¢) = 0. Es a dir, volem provar que:

Snf(0 Zf 0) =0, N — .

Considerem la funcioé:

f(z) :
i __19 S1 X ?A 07
g(z) = { !

© sixz =0,

7 9

Clarament, g € C([—m, ) \ {0}). Al ser f derivable en x = 0, tenim:
oo ) L S@) O T
ting o) = tiy T — (g ) (1 T IO 2 o) = g0

El primer dels dos limit 'hem fet posant z = ix:

T 1 . z 1
lim = —-lim = —.
z—0 e — ] 7 2=0e% — 1 7

Es a dir, hem vist que g també és continua en z = 0, amb el que g € C([—7,7)). Com que

f(z) = g(x)e"™ — g(z) tenim:

= / Flx)e ™ dy = — / x))e—m dx

™

~

Es a dir, f(n) = g(n — 1) —g(n). 1, per tant, obtenim la segiient série telescopica:

> i) = 3 (@l = 1) = 3lo) = (=N = 1) = G(V),

que tendeix a zero quan N — oo degut al lema de Riemann-Lebesgue, 6.3.2. |

Exemple 6.3.4. Considerem la funcic’) f(z) =z en (—m, ). Haviem vist en un exemple anteri-

or, (6.2), que Sf(z) =23, E

sin(nz). Com f és derivable, aplicant el teorema anterior,

6.3.3, tenim:
T T T (=1t s
=15 5() 25 U )
5= 1(5) =55 ; n "
Com que:
) ( 7T> 0, sin =2k,
sin (n—) =
2 (=) sin=2k—1.
Acabem d’obtenir la identitat ), (2i kirl =1

Enunciem un resultat fonamental de 1’Analisi Harmonica que respon a la pregunta amb la

qual hem comencat el capitol i que no demostrarem.

Teorema 6.3.5 (Carleson, 1967). Si [7_|f|*dz < oo, aleshores Sy f(z) — f(x), llevat d'un

conjunt de mesura zero.
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6.4

Séries de Fourier

6.4
CONVERGENCIA UNIFORME

Proposicié 6.4.1 (Desigualtat de Bessel). Sigui f € C(T). Aleshores,

2 3" )2 < /|f P

neL

Demostracio. Recordem que S, f(x) = Zf:[:—N J?(n)emz i f(z) - Snf(x)|2 = (f(x)=Suf ()| f(x)—
Sy f(z)]. Tenim:

/7;|f(x)—Snf(x)|2dm:/:|f(x)|2dx—2§)% (/:f(x)mdx) +/Z|SNf(x)|2dm,

Com que:

N
Snf(x Z

llavors:

/ " @B @ de = S Tn) / Cfwemrdr =20 S T fm) =20 S 1Fm)|Fn)P

amb el que obtenim:

/_ 1 F(@) = Suf ()P du = / @ —ar S [Fm)R + / " \Swf(@)P de

Per altra banda,

/ |Svf(x |2d:p—/_7rSNf() Sy f |dl«_/ (Zf )(if )
<3 T (3 T [ eeras) <30 3 o

jaque [T el dy = 0 si m # n. Tot plegat, hem vist que:

o< [ " 1F(@) — Sy f(@)2do — / @2 Y (TP

Es a dir:

or S P < [ 1f@Pde 2% o S FmlE < [ @) o
n:ZN /_W Z /

neL

Teorema 6.4.2. Si f € C(T), aleshores la série de Fourier de f convergeix uniformement a f
en T.
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Convergéncia uniforme 6.4.2

Demostracio. Com f € Cl, tenim convergéncia puntual a f, i per tant, si la série de Fourier

convergeix uniformement, ho haura de fer a f. Volem provar que la série de Fourier:

Sf(z) =" f(n)e™
neZ
convergeix uniformement en [—m, 7|. Per aixo, aplicarem el criteri M de Weierstrass. Tenim la
serie ) ., fn(z) amb f,(z) = f(n)ei”x, i volem veure que |f,(x)| < M, per a tot © € [—7, 7]

amb Y M, < co. Com que per a tot x € R, tenim |e”*| = 1, tenim que |f,,(z)| = |f(n)| per a
tot z € R. Ara, fent servir la desigualtat 2|ab| < a® + b%, per |n| > 1, tenim:

Ful)l = 1F)| = T lnllf)] < g + w2l flm) = My, Vo€ [

I
Com que ) 711—2 < 00, només ens cal veure que:
> wf(n)fF < oo

nez

~

Com f € C![—m, 7], aplicant un exercici de la llista de problemes, obtenim que n?|f(n)|> =
|f’(n)\2 Aleshores, per la desigualtat de Bessel, i com f € C'(T) implica que f’ € C(T):

S lfwP = S PP < o [ 7@ de < 4. o

ne” neL
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