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Primer de tot, trobareu que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats
seguint el meu propi criteri i, de tant en tant, seguint I'ordre cronologic del curs. Hi ha capitols,
seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions). Us faig cinc céntims de com he organitzat els
encapgalaments de cada pagina:

1. el nimero de I"altim capitol /secci6/subseccio, depén de la profunditat que hi hagi definida
en aquell moment, figurara en cada cantonada superior de pagina parella (per exemple,
1.2);

. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per

\}

exemple, «Divisibilitat i nombres primers»);

3. el nom de l'tltima secci6/subseccié de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, «Polinomis: algorisme d’Euclides»);

4. el namero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiiestié es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta, destacat en el seu color corresponent (per exemple,
1.2.3).

A més, hi ha una taula, la taula de contingut, en queé es veu facilment que s’ha seguit una mena
de sorting-by-color per poder treballar de manera més eficient amb els diferents tipus d’enunciats
matematics. D’aquesta manera, si busqueu una definicié, un teorema... podreu trobar-los molt

rapidament.

Per 1ltim, m’estalviaré de comentar I'index terminologic perque el seu proposit és clar i, en
efecte, paral-lel al de 'organitzacié d’aquest document: poder facilitar-vos al maxim la feina
per localitzar qualsevol concepte que desitgeu. Espero que us serveixin d’alguna cosa aquests
apunts, els he fet amb tot ’amor del moén. Sort!



INTRODUCCIO

Teorema de prova. Aquest és un teorema de prova. Els teoremes, les proposicions, els lemes,
els corol-laris, les propietats, les conjectures i els processos tindran aquest format.

Definicié de prova. Aquesta és una definicié6 de prova. Les definicions, els exemples i les
notacions tindran aquest format.

Remarca de prova. Aquesta és una remarca de prova. Les remarques tindran aquest format.
Figura 1: Els diferents formats d’enunciats.
Mario VILAR

Sitges, Barcelona
20 de gener de 2023
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Una introduccio a la topologia

f:R" — R™ ’ (1, .oy ) — f(x1, . mn) = (filzr, o xn), ooy f(@1, o 20)

1.1
CONCEPTES BASICS

Definicié 1.1.1 (Espai vectorial R™). Podem equipar el conjunt R" = {z = (z1,...,2,), x; €
R,Vi =1+ n} amb una suma i un producte per escalars:
Ty =(T1, @)+ (Y1s oY) = (X1 F Y1, T+ Yn),s
Ax =X (21,...,2,) = (Axq,..., Axy),

que fan de R™ un espai vectorial real, amb dimensi6 exactament n. Els elements d’aquest espai

(1.1.1)

vectorial es poden denotar amb T = (xy,...,2,) o bé, directament, x = (z1,...,2,). Aquests

elements reben el nom de vectors i 0 = (0,...,0) n’és 'element neutre de la suma.
Observacio 1.1.2. De la mateixa manera, i abusant de la notacio:
R"={p=(p1,....pa) | pi €R, Vi=1+n}, (1.1.2)

també es pot pensar com a conjunt de punts. En aquest altre context, R™ té estructura d’espai

aff si 'acompanyem de les translacions:

induides per cada x de I'espai vectorial R". En particular, donats dos punts p,q € R" existeix

un unic vector x tal que p+x = ¢. Aquest vector x s’obté fent extrem-origen, és a dir, r = p—q.

Per a comprendre la convergéencia de successions ens interessa conéixer el concepte de topologia

de I'ambient. Per construir una topologia seguirem el segiient recorregut:

producte escalar = norma = distancia = topologia. (1.1.4)

1.2
PRODUCTE ESCALAR, NORMA I DISTANCIA

Definicié 1.2.1 (Producte escalar euclidia). Una operaci6 definida a R™ de la segiient manera,
que assigna a cada parell de vectors x,y un nombre real que denotarem per (z,y).
() R"xR* — R
. 1.2.1
(z,y)  — (z.y) :xlyl‘i“--‘i‘xnynzzxiyi ( )
i=1

Les seves propietats caracteristiques son:
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és bilineal: per a tot z,y, 2, v/,
és simétric:
és definit positiu: (z,z) > 01 (z,2) =0 < 2 =0.

wWw N =

Definicié 1.2.2 (Norma de x € R™). Podem definir la norma amb la segiient equacio:

(1.2.2)

El fet que el producte escalar estigui definit positiu garanteix que la norma esta ben definida.

Geomeétricament, ||z|| representa la longitud del vector .
Teorema 1.2.3. Donats z,y € R",
(x,y) = |lz|| - |ly|| - cos(9), on @ és l’angle que formen z,y. (1.2.3)

Demostracio. Six =00y = 0 el resultat és trivial. Altrament, considerem el triangle de vértexs
0, z,y. Els seus costats son ||z|, ||y, ||z — y||. Pel teorema del cosinus:

lz = ylI* = flz]* + [[ylI* = 2l|=]l - ly]| cos(9). (1.2.4)
D’altra banda, de la definici6 de norma, tenim que:
lz =yl = (z =y, 2 —y) = (z,2) = {z,y) — (y,2) + {y,9) = [|2]|* = 2(z,9) + [y]*. (1.2.5)
Si ho combinem tot,
) = 2(a, y) + [[yl* = ll=l* + [yl = 2l ][yl cos(8), (1.2.6)
tal com voliem veure. [ ]

Definicié 1.2.4 (Projecci6 ortogonal). Siguin z,y € R™ tals que z,y # 0. Aleshores, y =
P.(y) + P (y), on P,(y) és un multiple de = i P;-(y) és perpendicular a P,(y).

Proposicié 1.2.5. (P,(y), P (y)) = 0.

Demostracio. Deduint expressio de P,(y) i PH(y) podem substituir:

— (ol - cos(e)) E — {z, > z _ ()

I, per altra banda, obtenim que:

Pry) =y — Pu(y) - .9, (1.2.8)

Aleshores:

(P.(y), Py (y)) = <<$,yi T,y — (x,y>x> = (z.y) (x,y) — z.y) (. 9) (x,x) = 0. (1.2.9)
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Amb aquesta nova notacié que hem introduit, redefinim la desigualtat ja vista de Cauchy-

Schwarz.

Teorema 1.2.6 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Per a tot z,y es compleix que:

[z, y)| < |z - ||ly]]
1 1
n noo N/, L\ (1.2.10)
S| < (z ) (z )
j=1 j=1 j=1

Propietat 1.2.7 (Norma i distancia). La norma de x és ||z]| = (3°7_, x?)% = (x,x) i podem

establir una serie de propietats:
o Desigualtat triangular: ||z +y| < ||z]| + ||y
o Sigui A € R, ||[A\x|| = |A] - ||z
o |lz|| >0i||z|| =0 <= x=0.
Com ja coneixem, es poden fizar una série de normes. Les més fonamentals son:
1. Norma 1: ||z|ly = > 7_, |74l
2. Norma 00: ||z]|e = max;—1-,{|z;|}

Definicié 1.2.8 (Distancia). Siguin dos vectors z,y € R™. Aleshores, la distancia entre x i y
la definim com d(x,y) = ||z — y||. La distancia satisfa les seglients propietats caracteristiques:
Lod(z,y) >0id(z,y) =0 < z=1y;
2. és simeétrica: d(z,y) = d(y,z) per a tot x,y € R™;
3. compleix la desigualtat triangular: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y), per a tot z,y, z € R™.

Exercici 1.2.9. Trobeu la projeccié ortogonal de u sobre v, on u = (1,0,2) i v = (=1,1,0).
Aquests dos vectors, formen un angle agut?

Demostracio. Siguin u = (1,0,2) i v = (—1,1,0). Busquem la projecci6 ortogonal de u sobre v:

u-v I(=1)+0+2

(-1,1,0)= (£, -1 0 (1.2.11)
o> (=1)2+12402 77 2" 2

Exercici 1.2.10. Trobeu analiticament i representeu graficament tots els vectors unitaris de R?

que formen un angle de § radians amb el vector (0,1,1). Quina figura geométrica representen?

Demostracio. Sigui w = (a, b, ) tal que ||u|| = 1, amb I'angle 6 = 7 entre w i un vector (0,1, 1).

Com que la norma dels vector u és 1, a® + b? + ¢ = 1. D’altra banda:
we (0,1,1) = Jull - 10,1, 1) cos (7). (1.2.12)

Per tant, s’han de complir ambdues equacions: a® + b* + ¢ = 1 (que traga lesfera unitaria $2 i
b+ c=1, un pla). [ |
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Exercici 1.2.11. Utilitzant la desigualtat de Cauchy-Schwarz |u-v| < ||ul|||v]|, per a tots u,v €

R™, provem que si x1,...,x, € R, llavors:

3 2 2 2
n n n

Per quins vectors la primera desigualtat és una igualtat?

Demostracio. Primer de tot, com que |a| < b = —b < a < b, analogament —||ul|||v]| < uv <

|lu||||v]]. Sigui ara v = (x1,...,2,). Hem de sel-leccionar un vector u concret de manera que es

1 1

compleixi la desigualtat desitjada. Adonem-nos que aquest vector resulta ser u = (..., ).

T T z >

n ) — (2

uv—__i___'_..._i__—#
n n n n

(1.2.14)
4.+l

lulllloll =

Pel que fa al segon apartat, com volem saber uwv = —||ul|||v||, utilitzem la coneguda uv =
||ul/]|v]| cos(@). Obtenim que I’angle que formen els vectors ha de ser, necessariament, cos(f) =

—1. D’aquesta manera ja hem trobat la nostra condicié. [ ]

1.3
INTERIOR, ADHERENCIA I FRONTERA

Definici6 1.3.1 (Entorn). Prenem com a referéncia la recta real R. Sigui a € Rir € RY.

L’interval a l'entorn del punt a € R és [ = (a —r,a+ 1) = I(a, 7).

Definicié 1.3.2 (Bola). Analogament, prenem a € R™. Una bola centrada en a de radi r séon

tots aquells punts pertanyents a R™ tals que la distancia que els separa d’a és inferior a 7.
B(a,r) ={x e R" ’ d(z,a) = ||z —a| < r}. (1.3.1)
Observacio 1.3.3. No tota bola és una circumferéncia. Prenem, per exemple:
Qa,r) = I(ay,r) x I(ag,r) X ... X I(ap,T). (1.3.2)

En aquest cas, podem posar tota bola dins d'un quadrat i tot quadrat esta inscrit en una bola.

Prenem, per exemple, el cas n = 2 i en fem una representacio grafica:

Yo ¢

Figura 1.1: Una bola en forma de quadrat.
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Definicié 1.3.4 (Bola tancada). Es un conjunt de punts delimitat per una figura, que en reté

els punts. En aquest cas, matematicament queda definida de la segiient manera:
B(a,r) ={z € R" | d(z,a) < r}. (1.3.3)

Definicié 1.3.5 (Punt interior). Diem que un punt a és interior a A si 3r > 0 tal que B(a,r) C
A (esta totalment continguda en el conjunt, per molt petit que agafem r). Denotem el conjunt
dels punts interiors a A com /01, i observem immediatament que Ac A

Exemple 1.3.6 (Conjunts i els seus interiors). Prenem que A sera sempre un subconjunt d’R2.
Sigui A = B(a,r). Aleshores, A = A.

Sigui A = B(a,r). Podem dir que A # A

Sigui A = Q. A= (), ja que tota bola tracable contindra irracionals.

Finalment, dir que A és obert si A = Ai que Ac A

Definicié 1.3.7 (Punt adherent). Diem que un punt z és adherent a A si Vr > 0 tenim que

B(xz,r) N A # (). Tots els punts pertanyents a A formen part de I’adheréncia d’A (A): sigui
a € A un punt interior, aleshores B(a,r) N A # () ja que, com a minim, B(a,r) N A = {a}.

Exemple 1.3.8 (Conjunts i les seves adheréncies).

Sigui A = B(a,r). Podem dir que A # A.

Sigui A = B(a,r). Aleshores, A = A.

Sigui A=Q. A=R,jaquexz € A <= Vr >0, I(x,7r)NA#.
Finalment, dir que A és tancat si A= A1ique A C A.

Definicié 1.3.9 (Punt frontera). Sigui A C R". Direm que un punt z és a la frontera d’A si és
adherent a Aia A° = R"\ A, el seu complementari en R”. Aquest conjunt de punts es coneix
com a frontera d’A i es denota per A o Fr(A).

B(z,r)N A #0

B(z,r)N(R"\ A4) # @} vr > 0. (1.3.4)

Propietat 1.3.10 (L’equivaléncia de les diferents definicions de frontera). FEquivalentment a la
definicio de frontera amb qué hem treballat, A := AUBA (0 bé DA = A\ A)

Demostracio. Prenem x € A. Per definicio, x € A <= B(z,r)N A # 0, Vr > 0. Procedim
per distincié de casos en la interseccié6 amb el complementari:

1. Utilitzant 1.3.9, B(z,7) N A # 0 per a tot r > 0 implica que x € JA.

2. Utilitzant altre cop 1.3.9, 3r > 0 tal que B(z,r) N A =0 = B(z,r)C A = z € A.

Observacio 1.3.11. Com ja hem dit, els punts interiors a un conjunt pertanyen al conjunt, és
a dir, sempre se satisfa A Cc A. També és cert que tot punt d’'un conjunt n’és adherent, és a
dir, A ¢ A. Tot i aixo, hem d’anar amb compte. La intuici6 ens diu que tot punt frontera o
adherent hauria de pertanyer a A, perd podrien existir punts adherents i punts frontera que no
pertanyessin a A, sind a R™\ A.
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Exemple 1.3.12. Posem R amb la topologia euclidiana, i prenem A = (0,1). Notem que A
és un obert de la topologia en R, de manera que A = A. L’adheréncia d’aquest conjunt és,
clarament, A = [0, 1], de manera que els punts frontera son A = {0,1} ¢ A.

Exemple 1.3.13. Si prenem n > 11 A = By(zo, o), llavors A = A, A = B(xg, 7o) i 0A =
S(xg,70). Per contra, si escollim B = B(x, ), aleshores B= B(z9,70), B= BidB = S(x9,70).
A és obert i no és tancat, mentre que B és tancat i no és obert. A veurem que poden
existir conjunts oberts i tancats alhora (clopen) i d’altres ni oberts ni tancats.

Propietat 1.3.14. Si A és obert, aleshores R"\ A = A® és tancat. En particular, A és obert

st, 1 només si, el seu complementari és tancat.

Demostracio. Solament demostrarem la implicacié cap a la dreta. Fixem-nos que volem veure
que AC = AC, &s a dir, que AC c AC (Paltra inclusié és trivial). Sigui x € AC: aleshores,
B(x,r) N A® # () per a tot r > 0. Suposem que v ¢ A“, de manera que z € A i, en concret,
z € A en ser A obert (existeix una bola centrada en z continguda en A, és a dir, z ¢ R* \ A):

arribem a contradiccio, ja que x € R*\ A. Per tant, z € A“ i ja hem demostrat la inclusio. M

Propietat 1.3.15. Siguin Ay, ..., A, conjunts oberts, la seva unio és oberta. De fet, la unio
infinita d’oberts és oberta i:

A,, conjunts oberts —> ﬂAn obert. (1.3.5)
i=1

En aquest sentit, la interseccio infinita d’oberts pot no ser oberta.

Demostracio. Sigui {A;}jen una familia numerable de conjunts oberts. Volem veure que A =
UjeN A; és oberta. Per a fer-ho, veurem que tot punt d’A és interior. En efecte, si a € A,
aleshores a € Ay per algun j, i com A; és obert, aleshores existeix r > 0 tal que a C B(a,) C
A; C A

Siguin ara Ay, ..., A, conjunts oberts, i sigui A = (", 4;. Sigui a € A. Aixi, per a cada
j = 1+ m existeix r; > 0 tal que B(a,r;) C A;. Si ara anomenem r = min{ry,...,7,} és
evident que r > 0 i que B(a,r) C A; per a tot j, per la qual cosa B(a,r) C A i, per tant, a és

interior a A. A resulta, doncs, ser obert. [ |

Observacié 1.3.16. Si estiguéssim parlant d’'un conjunt infinit (m = o0), el minim r =
min{ry,...,r,} podria no existir, i I'infim podria ser 0. Aixo impedeix assegurar que la in-

terseccié numerable d’oberts sigui, en efecte, oberta.

Exercici 1.3.17. Construiu ezemples de conjunts A de R? tals que:

1. A no té punts interiors.
2. A no té punts frontera.
3. A no té punts exteriors.
4. A no té punts d’acumulacio.
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5. A no té punts aillats.

Demostracio. Posem els resultats en format llista:

1. Les rectes (per exemple, y = 0) no tenen punts interiors en R?*: no podem contenir una
bola en ella, per molt petit que sigui € > 0.
2. Els tinics conjunts que no té punts frontera en R? sén R? o bé el buit:

ACACA=AUF(A) = A=A (1.3.6)

W

En aquest cas, en tenim prou fent el complementari del primer apartat, A = R*\ {y = 0}.
4. Siun conjunt no té punts d’acumulaci6 vol dir que esta format tinicament per punts aillats.
Seguint la definicié de punt d’acumulacio, a € A’ <= B(a,r)N(A\{a}) té infinits punts.

A={(n,0)eR’ | neN} = A =0. (1.3.7)

5. Per trobar un conjunt que no tingui punts aillats, seguim la definici6 de punt aillat. a € A
és un punt aillat si 3r > 0 | AN B(a,r) = {a}. Podem agafar una bola qualsevol en R*:
per exemple, A = B((0,0),1).

[ |

Exercici 1.3.18. Representeu graficament els conjunts A segiients. Sense demostrar-ho dieu
quins son els conjunt A,Z, A" i Fr(A). Quins son oberts? Quins son tancats? Quins son

acotats? Quins son compactes?

Demostracio. Farem solament la correcci6 de I'apartat (b), A =[—1,2] x (1,2) C R?.
1. L’interior és A = (—1,2) x (1,2) ,
2. il'adheréncia, A = [—1,2] x [1,2].
2

3. Podem trobar el conjunt d’acumulacié de la segiient manera: A’ = A\ {punts aillats} = A.
4. Com que totes dues components x,y estan fitades per 2, A és acotat.

Trobar la frontera és més farragos i es deixa com a exercici. [

1.4
CONJUNT D’ACUMULACIO I CONJUNT AILLAT

Definicié 1.4.1 (Punt d’acumulacio). Un punt x és un punt d’acumulacio, és a dir, pertany al
conjunt d’acumulacio si B(z,r) N (A \ {z}) # 0 (és adherent a A\ {z}).

Definicié 1.4.2 (Conjunt d’acumulacio). Analogament, sigui A C R™. Diem conjunt d’acumu-
lacio d’A, escrit A, format pels punts x € R™ que son adherents a A \ {z}. En altres paraules,

la bola centrada en = de radi r que té punts d’A que no séon x.
Definicié 1.4.3 (Punt aillat). a € A és aillat si existeix r > 0 tal que B(a,r) N A = {a}.

Exemple 1.4.4.
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o Sigui A= {1 | n € N}. L’tnic punt d’acumulaci6 és el zero: A’ = {0}.
o Sigui A = R x ((0,+00) \ N) C R2. L’interior és clarament A = A; Padheréncia, A =
R x [0, +00); la frontera, 04 =, cnyioy (7, 9) |y =n}.

Propietat 1.4.5.
1. A= A"U{punts aillats d’A}.
2. x €A < Bz, t)N(A\ {z}) té infinits punts, ¥r > 0.

Demostracio.

1. x € A. Per la definici6 de punt adherents, B(x,7)NA # 0, per a tot > 0. Per una banda,
si B(x,r)N(A\{z}) #0 = x € A per a tot r > 0, aleshores x també pertany al conjunt
d’acumulaci6. Podria passar, perd, que existis un r > 0 tal que B(z,r) N (A\ {z}) = 0;
en aquest cas, B(z,7) N A = {z} i z és un punt aillat.

. Sigui # € A. Per a tot 7 > 0, B(x,7) N (A\ {z}). Posem A = {z,y,z}: podem trobar
r’ > 0 tal que B(z,7") N (A\ {z}) = 0, ja que els punts estan prou dispersos tals que no

\}

es trobin dins la bola per ' prou petit. Aixo contradiu la definicié de punt d’acumulacio.

Exemple 1.4.6. Sigui A= Q x (R\ Q) C R2. Tenim que l'interior és buit, 'adheréncia és R?,
la frontera 6A = R?, el conjunt d’acumulaci6 és A’ = R? i no hi ha punts aillats.

1.5
SUCCESSIONS, CONJUNTS COMPACTE I ACOTAT

Definicié 1.5.1 (Successio a R"). Una successi6é a R" és s : N — R tal que k — s(k) : a*,

on z¥ correspon al k-ésim valor de la successié, de cadascuna de les coordenades de 1'n-vector.

Denotem la successi6 per (z¥)pen. Aixo equival a n successions a R (%) jen, amb j =1+ n.

Observacio 1.5.2. En la meva opinié, la notacié anterior és una mica desafortunada: quan
posem z* es pot confondre facilment el k-ésim valor d'una successi6 (z¥), amb un nombre elevat
a la k-ésima poténcia. Sigui com sigui, 'obeirem ja que és la que s’usa a classe.

Definicié 1.5.3 (Successio convergent a R™). Una successié (z%)ren es diu que és convergent
amb limit a € R" si Ve > 03ko € N | Vk > ko ||2* — a|| < € (si la distancia entre el k-ésim punt

de la successio i el limit és menor que un cert valor ¢).

Teorema 1.5.4. Sigui (z%) C R™ una successid, i sigui a € R™ un punt. Aleshores, (%), és

convergent si, i nomes si, ho son totes les seves successions coordenades (x;“)k, j=1-+n.

kh_)rgoxk =a < kh_)rgoxf =aj, Vj. (1.5.1)

10
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Demostracio. Sia = (ay,...,a,) € R" aixd equival a fer el limit coordenada a coordenada. Es
) b n )

a dir, podem dividir (2*) en n subsuccessions, una per a cada coordenada del vector a:

n 2
|2h —a;| < (Z |z — aj\2> =|2" —a|| <e = klg{)loa:f = aj. (1.5.2)
=1

Ja hem vist que limy, xf = a; per a tot j = 1-+n. Reciprocament, si cadascuna de les successions
k

components (z¥) convergeix respectivament a a;, aleshores cadascuna de les diferéncies |z¥ — a;|
es pot fer tan petita com vulguem si agafem k prou gran. En particular, i donat £ > 0, podem

escollir k; tal que si k > k; aleshores |:1ciC —a;| < \/iﬁ Si ara establim kg = max{k;};, aleshores:

< (Z W) — ¢, (1.5.3)

J=1

SIS
N[

n
o —af = (zw ot )

j=1
com voliem veure. [

Teorema 1.5.5. Sigui A C R".
1.z €A < (") C A tal que limy 2% = z.
2.2z €0A = ("), C A (y*), C (R\ A) tals que limy, 2% = limy y* = .
9w €A < J(z*) C A aF # aVk tal que limy, 2% = a.

Demostracio.
1. Primer apartat:

= Sabem que x € A. Per tant, AN B(z,r) # 0 per a tot r > 0, en particular, per a
r=+. Per a cada k € N existeix 2, € AN B(z, §) (la intersecci6 és no buida).

{xk €A (a¥)CcA (15.4)

k 1
2% — || < 5

on el modul ens dona la distancia entre z* i el centre, el qual ha de ser menor que el

radi de la bola, % Aquesta és, justament, la definicié de convergéncia i limy, z* = .

Observacio 1.5.6. limg o 2% =2 <= limy 2% — z|| = 0.
< Sigui z = limg 2% on (2%) C A. Fixem r > 0. Hem de veure que AN B(z,r) # 0:
Jko € N | [2* — z|| < r, VEk > k. (1.5.5)

Aixi dones, z* € B(z,r) N A.
2. Segon apartat: es fa de manera analoga, intercanviant A per R\ A.
3. Tercer apartat: es fa de manera analoga, intercanviant A per A\ {a}.

Corol-lari 1.5.7. Un conjunt A C R™ és tancat si, i només si, inclou els limits de totes les

seves successtons CO’IZ’U@Tg@’IltS.

11
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Demostracio. En efecte A és tancat si, i només si, conté tots els seus punts adherents. Pero
acabem de veure que els punts adherents sén exactament aquells que s’obtenen com a limit

d’una successié de punts d’A. [ |

Corol-lari 1.5.8. FEls punts d’acumulacio d’un conjunt son els limits de les seves successions

no constants.

Definicié 1.5.9 (Conjunt acotat). Sigui A C R™. Informalment, un conjunt acotat és aquell

que esta contingut en alguna bola. Formalment, si 3r > 0 tal que A C B(0,r).

Definicié 1.5.10 (Conjunt compacte). A és compacte per successions si tota successio dins del

conjunt (z*) C A té una parcial convergent amb limit a A.
(2%)jen — @ € A, (1.5.6)

Teorema 1.5.11 (Compacte per successions). Un conjunt K és compacte per successions si, i

només si, K és tancat © acotat.

Demostracio.
= Sigui (z*) C K. Hem de veure que existeix una successio parcial (z*),, tal que (x*"),, —
x € K. Per la definici6 d’acotat, existeixen aq,...,a, i by,...,b, tals que K es troba dins

d’un producte cartesia d’intervals (un quadrat), K C [ay,b1] X -+ X [an, by].

K [a27 bQ]

[ay, bi]

Figura 1.2: Producte cartesia d’intervals

Ara, (zF) € K C [ay,b1] X -+ X [an, by]. Posem (2%), C [a1,b1] a la 1-ésima subsuccessio.
Com que l'interval és tancat, podem aplicar el teorema de Bolzano-Weierstrass: existeix
una parcial (z;"') convergent limj, o ;" = ;.

Existeix (z4"?);, C [ag,bs] convergent tal que lim;, ,o z5"* = x. Al seu torn, notem que

. ks
limj, oo #,"* = 1. Iterant per kj,:

lim zfin =z, (1.5.7)
jn%OO
i obtenim x = (z1,...,x,) el punt que denota el conjunt de coordenades limit i es troba

dins del conjunt K (z € K).
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Successions, conjunts compacte i acotat 1.5.13

< Suposem ara que K és compacte per successions. Per veure que és tancat, sigui (%), C K
una successio convergent. Hem de veure que el seu limit pertany a K. En efecte, com
que K és compacte per successions, (z¥), també convergeix a a, i @ € K com voliem
veure. Per veure que K és fitat, suposem que no ho és. Aixo vol dir que K s’escapa de
tota bola. En particular, existeix ' € K tal que z' ¢ B(0,1), és a dir, d(z',0) > 1.
Igualment, existeix 2% € K tal que d(z%,0) > 1+ d(z',0). Recursivament, existeix z* tal
que d(x*,0) > d(2*71,0) + 1. Aixi doncs:

;
d(z"*,2) > d(@™,0) —d(2*,0) = Y (d(a"*,0) = (" 0) = 4, (158)
i=1
per la qual cosa aquesta successié no pot tenir cap parcial convergent.
|

Exercici 1.5.12. Sigui A un conjunt en R®: A = {(z,y,2) € R® | 2?+(y—1)3+22 <5, y < 1}
1. El punt (1,1,2) forma part de la frontera?
2. El punt (2,0,1) és punt d’acumulacic?

3. Es A tancat, acotat i compacte?

Demostracio.

1. Substituim el vector en les equacions del conjunt i veiem que compleix ambdues. En
particular, en la primera desigualtat no estricta trobem una igualtat. Aixi, aquest punt
ha de formar part de la frontera. Utilitzarem 1.5.5, de manera que (1,1,2) € 0A <=
A(xk), (yk) tals que els seus limits a 'infinit coincideixen en el punt (1, 1,2). En efecte:

(xk)kEN =(L1- %7 2)reny C A k—oo
(@pen = (L1412 2)enc Af (1,1,2) € A. (1.5.9)

2. Hem d'usar que v € A’ <= I(aF), C A, 2% # 2Vk tal que limy, 2% = a. En aquest cas,

+

podem utilitzar un analeg de la successi6 de Papartat anterior: (2*)zeny = (2,0,1— %) keN C
Ai el seu limit quan k — oo és, justament, (2,0, 1).

w

La frontera és no buida i conté elements de ’adheréncia que no formen part del conjunt.
De fet, (1,1,2) € 0A perd (1,1,2) ¢ A. Aixi, A no pot ser tancat. A no és acotat ja que
podem construir una successio no convergent; per exemple, (2, —k, 1)ren C A, Vk. Com
que A no és ni tancat ni acotat, no pot ser compacte.
Deizo per aqui el segiient raonament no revisat, fet directament a classe. Exercici per al
lector comprovar errades en ell: Per mirar si esta acotada, ens firem que (y — 1) < 0 per
a tot y < 1, de manera que no esta fitada inferiorment. Per tant, A tampoc sera compacte.
Com que DA#£0 i A+ 0, A no és tancat.

|

Exercici 1.5.13. Donat A C R", son certes o falses les segiients afirmacions?

o L’interior d’A coincideiz amb Uinterior d’A.
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1.5 Una introducci6 a la topologia

o Fr(Fr(A)) = Fr(A).

o A i A tenen els mateizos punts d’acumulacio.

Demostracio. Demostrarem que totes elles son falses. Donarem un contraexemple per a cadas-
cuna:

1. La primera és falsa. Podem agafar, per exemple, A = [0,1]NQ. Tenim: A=0i4d= 0, 1],
de manera que l'interior de I'adheréncia és (0, 1).
La segona també ho és. El mateix exemple funciona: 0(0A) = {0,1} i 0A = [0, 1].
Pel que fa a I'ultima, la formulacié de la pregunta és una mica desafortunada: ens estan
preguntant si A’ = (A’)". Considerem A = {(+,0) € R? | k > 1}. Sabem que A’ = {(0,0)},
pero (A’) és buit ja que {(0,0)} és un punt aillat ell mateix.

W DN

[ |
Exercici 1.5.14.

1. Sigui A = {(z,y) € R? | y < 2x — x*}. Determineu si és obert, tancat, acotat o compacte.

2. Sigut B = {(z,y) € R? | r? +y*+ 22+ 22— 3 < 0}. Determineu si és obert, tancat, acotat
0 compacte.

3. Sigui C = {(z,y) € R* | 2% + Ty? — 14y* < 2}. Determineu si és obert, tancat, acotat o
compacte.

Demostracio. Volem demostrar que A és un obert, és a dir, que A coincideix amb el seu interior.
Tenim dos métodes per demostrar-ho:

e Vp € A és interior.

e Pel fet que f(x,y) =y — 2z + 2% és continua.

Ho provem per la segona:

A= fH(=00,0)) = {(z,y) € R* | f(z,y) € (—00,0)}. (1.5.10)

Com que (—00,0) és un obert i f és continua, 'antiimatge per f del conjunt ha de ser un obert
també (és un resultat de Topologia, es pot consultar . Per tant, A és obert, coincideix amb
el seu interior.

Pel que fa al segon conjunt, el podem reescriure de la segiient manera i ja és immediat:

B={(z,y,2) e R’ | " + 4" + (2 +1)* < 4} = B((0,0,—1),2). (1.5.11)
Ara, clarament B = B i B és tancat. L'interior és B = B((0,0,—1),2) i A és l'esfera 22 + 32 +
(2 +1)? = 4. El conjunt d’acumulacié6 A’ és A, ja que no hi ha punts aillats.

En el tercer apartat, reescrivim el conjunt un altre cop: C' = {(z,y) € R? ‘ >+ 7(y—1)2<9}
el lipse tancada. Aleshores, f(z,y) = %+ 7y*—14y—2 és continua. C' = {(z,y) € R? | f(z,y) <
0} = f'((—00,0]) = C és tancat i, per tant, C' = C. Ara:

C'={(z,y) eR? | 22 +7(y — 1) < 9}

0A = {(z,y) € R? ‘ 2?2+ 7y —1)2=9} (1.5.12)

Volem demostrar C' = C":
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Connexos 1 arc-connexos 1.6.6

¢’ ¢ C Podem definir ¢ = f~1((—o0,0)), que és un obert ja que el conjunt antiimatge d’un obert
per una funcié continua és un obert. Com C’ és un obert i C’ C C' per definici6, aleshores
' cC.

C c C' Sigui p € C. Volem provar que p € C’. Ho provem pel contrarreciproc: si p = (x,y) & C',
47y —1)2%*>09:

Lp=(z,y)éstal que 22+ T7(y—12>9 = p¢ C — p ¢ C.

2. Sigui p = (z,y) «a l'extrem superior» és tal que 22 + 7(y — 1) = 9. En aquest cas,
triem una successio py = (x,y + %) ¢ C'itendeix a p quan k — oco. En conseqiiéncia,
ptA = p¢A

|

1.6
CONNEXOS I ARC-CONNEXOS

Definicié 1.6.1 (Connex). Es diu que un conjunt A C R" és connex si no es pot descompondre
com A=UUYV, amb U,V oberts relatius a A, disjunts i no buits.

Exemple 1.6.2. El conjunt @Q no és connex a R, donat que podem trencar Q = U/ UV com
U= (—oo,m)NQ1iV = (m +0o0) NQ. Efectivament, U i V son oberts relatius a Q i clarament

son disjunts.

Definicié 1.6.3 (Arc-connex). Un conjunt D C R™ és arc-connex si donats a,b € D, existeix

una corba v C D tal que v(0) =ai~v(1) =b.

Donat que a classe no s’han ni enunciat els segiients resultats, en demostrarem un, segurament

el més significatiu de tots. La resta es poden consultar als apunts de 'assignatura, [Pra22].

Teorema 1.6.4. Sigui A C R™. Son equivalents:

1. A és connex.
2. Els tnics subconjunts d’A que son alhora oberts i tancats (relatius a A), son el buit i el
total.

Proposicié 1.6.5. Si C C R" és un conjunt conner, i f : C — R és continua, aleshores f(C')
també és connex. Siguin A, B conjunts connexos, tals que AN B # (. Aleshores, AU B és

conner.
Proposicio 1.6.6. Sigui A C R™. Si A és arc-connex, A és connex.

Demostracio. Posem A = U UV, amb U,V oberts relatius a A no trivials, disjunts. Com que
U iV son no buits, existeixen punts @ € U i b € V. Sigui v : [0,1] — A continua, tal que
7v(0) = a, (1) = b. Aquesta corba = existeix, donat que A és arc-connex. Aleshores

7([0,1]) = (v ([0, 1) ne) U (([0,1]) N V). (1.6.1)
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1.6 Una introducci6 a la topologia

i en aquesta descomposicio v([0,1]) NU i v([0,1]) NV sén oberts relatius a ([0, 1]), disjunts, i
no trivials (tots dos séon no buits). En conseqiiéncia, ([0, 1]) no pot ser connex. Pero aixd no
pot ser donat que ([0, 1]) és la imatge per 'aplicacié continua v del conjunt connex [0,1]. M

Teorema 1.6.7. Tot obert connex €s arc-connex.

Corol-lari 1.6.8. Sigui A C R™ un obert. Aleshores, A €s connex si, i nomeés si, €s arc-connec.
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Limits 1 continuitat

2.1
CONCEPTES BASICS

Definicié 2.1.1 (Corbes de nivell). Sigui f : D C R® — R i sigui ¢ € R. Aleshores, E. =
{z € D| f(z) = ¢} és el conjunt de nivell c.

Definici6é 2.1.2 (Limit). Sigui f: D C R?> — R i, en concret, sigui a un punt d’acumulaci6

de D (a € D). Diem que lim,_,, f(z) = £ (existeix el limit) si, i només si:
Ve>036>0|0<|lz—al| <d = [f(z)—{| <e. (2.1.1)

En altres paraules, x € B(a,d) \ {a} (la bola punxada B*(a,d)) i, equivalentment, la imatge per
la interseccio entre la bola i el domini esta continguda en un entorn (o bola) d’¢:

F(B*(a,6) N D) C B(L,¢). (2.1.2)

Figura 2.1: Representacio del concepte f(B*(a,d) N D) C B({,¢).

Observacio 2.1.3. El concepte de limit requereix que a sigui un punt d’acumulacié de D perqué
aixo assegura que el conjunt B*(a, d) conté infinit elements de D, sigui qui sigui 6 > 0. Altrament,
la intersecci6 B*(a,d) N D podria ser finita o, fins i tot, buida. En aquest sentit, acceptem el
conveni que tota funcié és continua als punts aillats del seu domini. De la mateixa manera, el
concepte de limit no demana que a € D, és a dir, es pot calcular limits a punts que no séon del

domini.

Exemple 2.1.4. Sigui f(z,y) = 2® +y*. El conjunt de nivell ¢ és E. = {(z,y) € R? | 22 +y* =

¢} definit de la segiient manera:

E))} sic=0 (2.1.3)
0,0 i
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2.1 Limits i continuitat

Propietat 2.1.5. Siguin f,g: D C R* — R i siguia € D' tals que existeizen {; = lim,_,, f(x)

i by =lim, ,, g(x). Aleshores:

1o limy o (f(2) +g(z) = Lp + £,
2. limy s, f(x)g(x) = L5 - £,

9. Sily #0, lim,_, % = ﬁ—f

Demostracio. La propietat de la suma és conseqiiéncia de la desigualtat triangular. De fet, si
anomenem « = lim f i § = lim g, per a tot € > 0. Donat que hem suposat 'existéncia dels dos
limits per separat, podem trobar §; > 0 tal que |f(z) — o < §si 0 < d(x,a) < d1, i podem
trobar també d; > 0 tal que [g(z) — 3| < § si 0 < d(r,a) < 6,. Prenent ara § = min{dy,d»}
obtenim que si 0 < d(z,a) < § aleshores:

(F +9)(@) = (a+B)| = |f(@) —a+g(x) = B < |f(x) =l +1g(x) = B = S+ =< (2.14)
Per al producte, notem primer que g esta fitada a un entorn punxat d’a, és a dir, existeix ¢; > 0
i M > 0 tal que |g(x)] < M per a tot x € B*(a,d;). D’altra banda, donada 'existéncia del
limit tenim & > 0 i podem trobar d, > 0 tal que si 0 < d(x,a) < 03 aleshores |f(z) —a| < 5.
[gualment, existeix d3 > 0 tal que si 0 < d(x,a) < d3 aleshores |g(x) — 5] < a1 Ol ara fixem

0 = min{dy, 02, 03}, aleshores per a tot x € B*(a, ) es té:

[f(2)g(x) — ab| = |(f(x) — a)g(x) + alg(z) — B)]

€ £ (2.1.5)
< —al- - —al < —M <ol
<11(w) = ol g(e)] + ol o(e) = ol € F7; M + ol g <<

La prova del tercer apartat és semblant a la del segon. ]

Propietat 2.1.6. Altra vegada, siguin f,g : D C R" — R i sigui a € D’ tals que existeizen
lp =lim,_,, f(x) i, = lim,_,, g(x). Aleshores:
1. Si existeix lim,_,, f(x), aleshores f és acotada a un entorn d’a.

2. El limit, en cas que existeixi, €s unic.

Propietat 2.1.7. Per altim cop, sigui f : D C R" — R i sigui a € D’ tals que existeix
U =lim,_,, f(z). Aleshores:

1. lim,,, f(z) = 1.
2. Per a tot (2%) C D tal que limy,_,oo 7% = a es té limy_,o f(2F) = £.

Demostracio.

1 =2 Sigui (z¥) C D amb limy_,o, 2¥ = 0. Volem veure que Ve > 03k, € N | vk > ko,
|f(z%) —¢] < e. Triem 6 > 0 tal que 0 < ||z —a|| <& = |f(z) — | < e. Al seu torn,
triem ko tal que ||2* — a|| < 2 si k > ko. D’aquesta manera, |f(z¥) — (] <e.

2 = 1 Raonem per reducci6 a l'absurd: suposem que lim,_,, f(z) # ¢, és a dir,

Fe>0|V6>03z | |f(z)—{ >e, 0<|z—al<d. (2.1.6)
=. Aleshores existeix 2* tal que compleix 0 < [|2% — a|| < 1 (és

a dir, que limy,_,o. 7¥ = a), pero |f(z¥) — £] > ¢ (és a dir, que limy_,o f(2*) # £).

Triem 9, proper a 0: §, =
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Conceptes basics 2.1.11

Exemple 2.1.8. Sigui f(z,y) = z, és a dir, la projecci6 per la primera coordenada. Volem de-

mostrar que lim, ) 1,9) f(2,y) = 1 (intuitivament ja podem deduir-ho). Apliquem la definicio:

Ve>036>0]0<|(z,y) —(1,2)]| <6 = [f(z,y)— | =]z — 1] <e. (2.1.7)

Com que [z —1] < \/(z — 1)2+ (y — 2)2 = ||(z,y) — (1,2)|| < 4, aleshores |f(z,y)— ] = |[zr—1| <
|(z,y) — (1,2)]]. Sitriem § = ¢, ja hem provat que |z — 1] < e.

Exemple 2.1.9. Sigui ara f(x,y) = xy. Volem demostrar que lim, )12 f(z,y) = 2. Apli-
cant un altre cop la definicio:

Ve>030>0|0<(x—12+(y—202<d = |zy—2[<e. (2.1.8)

Podem acotar |zy — 2|, usant que x = (x — 1) + 11y = (y — 2) + 2 implica que zy = 2 + (y —
2)+2(x—1)+(x—1)(y — 2):

lzy — 2| =|(y—2)+2(x 1) +(x—1)(y—2)| <6 +26+45* <45, 0<1. (2.1.9)
D’aquesta manera, podem triar § tal que 40 < €.

Exemple 2.1.10. En tltim lloc, sigui f(z,y) = 7%, prenent el domini D = {(z,y) € R? | z%+

y? # 0}. Demostrarem que lim, ,)_(0,0) x;’fyz

E. = {(z,y) € R*\ {(0,0)} | 7z = c}. Ara:

= = . 2.1.10
f(w,mz) 2+ m2x?2 1+ m? ( )

no existeix. Agafem el conjunt de corbes de nivell

El limit de f restringida a la recta y = max existeix i el valor és diferent per a cada pendent m,

i el punt coincident esta exclos de D.

Exercici 2.1.11. Donada una funcio f : R" — R, es diu conjunt de nivell al conjunt de punts
on [ pren un mateix valor: sic € R, es té E, = {x € R" ‘ f(z) = c}. Estudieu els conjunts de

niwell de les funcions:

1. flx,y) =2® +y?,
2 2

2 (@) = G

3 flz,y) = /1 — 22 — 92,

Demostracio. Per al primer apartat, hem d’estudiar aquest conjunt en funcié dels valors de
ceR.
1. Sic<0, E,=0. Es clar que en el cos R no existeixen z,y tals que 22 + y2 < 0.
2. Si ¢ =0, cal necessariament que x = y = 0. Per tant, el conjunt de nivell esta format per
un sol punt E. = {(0,0)}.
3.8i¢>0, B ={(z,y) | 2 +y* = (v/©)’}. Notem el cas especial ¢ = 1, on E, correspondria

exactament a $'.
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2.2 Limits i continuitat

Per a f(z,y) = %, adonem-nos que el (0,0) € R? no pertany al domini. Petita observacid:
Eqy sequeix estant definida per als valors (x,y) tals que x = y.

x? — y? l—c,

_ 2

Perqueé aquests punts caiguin dins el conjunt de nivell cal que ¢ # —1 i, a més, que %ﬁ > (0 <=
c € (—1,1). Per tant, E. esta solament definida per ¢ € (—1,1) i

E, = {(x,y) eR*\ {(0,0)} |y = +4/ 1 J_rz : (j:x)} : (2.1.12)

Per a f(z,y) = y/1 — 22 — y?, estudiem en funcié6 dels valors de c:
1. Sic<0, E,=0. Es clar que en el cos R no existeixen z,y tals que /1 — 22 — 42 < 0.
2. Si ¢ >0, cal necessariament que 1 > z? + y2. Notem, doncs, que 'expressi6 és idéntica al

primer apartat i ens quedem amb un subconjunt de les corbes de nivell: E, esta solament

definida per a tot ¢ € [0, 1]. En particular, per a ¢ = 0 tenim que:

Ey={(z,y) | V/1— 22— y? =0} circumferéncia de centre (0,0) i radi 1. (2.1.13)

Per ac=1, E; = {(0,0)}. I, finalment, per a ¢ € (0, 1):
VI—22 -2 =c <= 2*+y*> =1- ¢ centre (0,0) i radi V1 — 2. (2.1.14)
|

2.2
CALCUL DE LIMITS

El calcul de limits es pot fer seguint una série de resultats coneguts que ens permetran facilitar-
nos la feina. Fem limits restringits per veure quin valor €s candidat a limit o, en cas que trobem
dos camins que passin per a amb limits restringits diferents, concloure que no hi ha limit. Amb
aquests métodes mai no sabrem si hi ha limit.
1. Propietats algebraiques: sigui p,(z) un polinomi en n variables i x = (z1,...,2,) un
n-vector, tal que lim,_,, p,(z) = pu(a).
}:IHCIL rl = aj’, (2.2.1)
a causa de la propietat multiplicativa dels limits que ja hem vist.
2. Criteris negatius i limits restringits: hem de dividir aquest conjunt en diversos casos
o resolucions conegudes.

e Limits iterats: hem de fer una composicid de limits per a cada coordenada del

vector, comencant per la dltima i acabant per la primera:

I )= Lim [ lim (- 1 o))
(xl,...,:pn)lif%al,...,an) f(xl v ) x11E>IL111 (IQI—I)I}ZQ < <xnli>r(lzn (f<x1 * ))) ))
(2.2.2)

En aquest sentit, si els limit iterats son diferents, el limit no existeix pas.
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Calcul de limits 2.2.3

e Limits sobre rectes: agafem les rectes que passen per a i tenen direccié ¢ unitari:
x = a+ AU. Notem que x = a+ A0 implica que ||[v|| =11 ||z —al| = |\|. lim,—o f(a+
AU). Anomenem lim, ,o(a + A?) el limit de f restringit a la recta o = a + A0.

Exemple 2.2.1. Sigui f(z,y) = x2+y Si apliquem els limits iterats ens dona que lim ;. ) (0,0) =

0. Pero de la mateixa manera que si els limits iterats son diferents no existeix el limit global,
si els limits iterats coincideixen no tenim garantida l’existéncia del limit global. En cas que

existeixi, el que si sabem és que sera precisament 0.

Definicié 2.2.2 (Continuitat). Sigui f: D C R® — R. Sigui a € D’. Diem que f és continua

al punt a si lim, ., f(x) = f(a). Formalment:
Ve > 036> 0| ||z —al| <0 = |f(z)— f(a)| <e. (2.2.3)
També podem formular la continuitat en termes de successions, especificant que el limit és f(a):

continua per successions <= V(2*), C D amb limz* =a esté lim f(2*) = f(a). (2.2.4)

T—a k—o00

Exemple 2.2.3.

1. La primera projecci6 (la projecci6 per la primera coordenada) f(x,y) = x és continua al
punt (1,2), ja que el limit coincideix amb la imatge en el punt.

2. flz,y) =zy també és continua en aquest punt.

3. Sigui f(z,y) = 2+ 5, tal que (z,y) # (0,0). Podem definir f(0,0) de manera que f sigui
continua al (0,0)? Aixd equival a preguntar si el limit existeix i coincideix amb l'imatge

pel punt.

e Limits iterats:
2
lim (hm &) =0
0 \ y—0 12 + y

2
lim (hm 2x_y> =0.
y—0 \z—0 —|—y

Com déiem a 2.2.1, no podem assegurar ’existéncia: si existeix, el limit ha de valdre

(2.2.5)

necessariament 0.
e Limit sobre rectes: prenem y = mux.
r’max , m
hm f(z,mz) = lim ——— = lim z = 0. (2.2.6)

z—0 2 + mzx? z—0 1 + m?

Si existeix, el limit ha de valdre necessariament (0. Per demostrar I'existéncia:

Ve > 036> 0|0 < |(z,y) —(0,0)]| <6 = |f(z,y) —0] <e

227
0<z2?+9y* < = (22.7)
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2.8 Limits i continuitat

Observacio 2.2.4. L’as de coordenades polars per al calcul de limits té perills. Si bé la impli-

caci6 segiient és certa:

lim f(x,y) =¢ = lim f(rcos(f),rsin(0)) = ¢, V0, (2.2.8)

(z,y)—(0,0) r—0t

la implicaci6 contraria

lim f(rcos(#),rsin(f)) =¢, V0 = lim f(x,y) =4 (2.2.9)

r—0+ (z,y)—(0,0)
no és certa en general. En efecte, per a cada 6 podem denotar gy(r) = f(rcos(@),rsin(f)).
Si suposem que, per a cada 6, la funcié gy té limit ¢ quan r — 07, aleshores tots els limits
direccionals de f a l'origen son ¢. Pero aixo vol dir que donat 6 i donat € > 0, existeix J tal que
si 0 < r <4, llavors |gg(r) — €] < €. Perd, naturalment, aquest §, que depén de &, també pot
dependre de la funcié gg; és a dir, que hem d’escriure 6 = Jdg(¢). Per aixo, si volguéssim un dy
que servis per tots els valors de 6, hauriem de prendre I'infim infy{dy}. Perd aquest infim podria
perfectament ser 0.

2.3
CORBES

Definicié 2.3.1 (Corba). Una corba a R™ és una aplicacié v : [a,b] — R™ continua, és a dir:

(@) = (), (1)), (2.3.1)

on cada 7; : [0,1] — R és continua i, a més, y(t) € D, per a cada t € [0,1]. Simbolicament,
escriurem v C D, per dir que ¥([0,1]) € D. Els punts a = v(0) i b = (1) s’anomenen,
respectivament, origen i extrem de la corba. Una corba es diu que passa pel punt p € R” si per

a un determinat temps tg es té y(to) = p.

Proposicié 2.3.2. Si existeix el limit de f(x,y) quan (x,y) — (a,b) i aquest val £, també
existeizen els limits de f sobre totes les corbes que passen pel punt (a,b) i aquests limits valen £.

Exemple 2.3.3. Per exemple, a R? una corba té la forma v(t) = (z(t),y(t)). En aquest sentit,
aquesta passa pel punt (0,0) si, per a algun temps ¢, concret. es té (z(to),y(to)) = (0,0). Les
rectes que passen per un punt p donat, per exemple, pel punt (0,0), son corbes de la forma
v(t) = (t,mt), on m indica el pendent de la corba. Aquestes corbes passen pel punt (0,0) a
temps ty = 0; per tant, si existeix

i fle,y) =€ = lim f(t,mt) = ¢, (2.3.2)

sigul quin sigui m.
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Continuitat 2.4.5

2.4
CONTINUITAT

Com ja hem dit abans, amb aquests métodes podem concloure que no hi ha limit, pero si volem
veure criteris positius pels quals hi ha limit podem refiar-nos dels segiients.

Teorema 2.4.1 (Criteri del Sandwich). Sigui f : D C R" — R. Suposem que per x € B(a,r)
per algun r, tenim |f(z) — €] < ¢(||lx — al|), amb lim; o+ p(t) = 0, on ¢ és una funcié d’una
variable. Aleshores, lim,_,, f(z) = ¢.

Observacio 2.4.2. Com ¢(t) convergeix al 0 quan ¢t — 07 i |f(x) — | esta fitada per aquesta
expressio, té uniformement el mateix comportament, és a dir, f(x) — ¢, quan ||z — a|| — 07, ens
diu que |f(x) —¢] — 0.

(2x2+y3)2

g El limit sobre rectes y = ma ens dona 0:

Exemple 2.4.3. Volem trobar lim, ,)—(0,9)

222+ i) 24+ mPr)? o

2
T, mr) = = >0--=0. 2.4.1
/ ) 4x? + miat 22(4 + m*a?) 4 ( )
Ja sabem que, en cas que el limit existeixi, aquest ha de valdre 0. Anem a veure si, en efecte,
b - ) < T ; T (222 +y°)?
existeix. Canviem [’expressio per simplificar els calculs: 1im g ) (0,0) “ o2 vl

Ve > 036> 0|0 < |(zy)— (0,0)]| <d = |f(z,y) —0] <e.

’f(.T y) o 0‘ _ (2372 ) y3>2 _ (2$2|y|3)2 _ 43743/6 < ;1:2y6
’ 4o? + y dr? +yt da? +y? T (2.4.2)

< (@® +y7) (@ +97)° = p(Va? + ), ot) =1°
] < Va2 +y? lyl < Va4 P

Proposicio 2.4.4. Sigui D C R™ un conjunt, i a € R™ un punt d’acumulacié de D. Si f : D —

R™ és continua a a, i g : R™ — RP és continua a f(a), aleshores la composicid go f és continua

aa.

Demostracio. Sigui (:z:k) ., una successio d’elements de D tal que (a:k) — a. Si f és continua a
a, llavors (f ({Ek))k — f(a). Pero per hipotesi g és continua a f(a), i per tant (g (f (:vk)))k —

g(f(a)). En conseqiiéncia, ((g o f) (xk))k — (go f)(a) i per tant go f és continua al punt a. M

Teorema 2.4.5 (Composici6 amb una funcié continua d’'una variable). Sigui f : D C R* —
R amb lim,_, f(z) = €. Sigui g : I — R una funcid continua, on I = (£ —r, ¢ +r), interval al
voltant de /.

RP—L SRR (2.4.3)
Aleshores, lim,_,, g(f(x)) = g({).

Demostracio. Es conseqliéncia de ’anterior proposicio, 2.4.4. [ |
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2.5 Limits i continuitat

%. Els limits iterats son:

lim <lim (M)) ~1, (2.4.4)
z—0 \ y—0 TYz

= 1. Ara, triem les funcions f, g seglients:

Exemple 2.4.6. Volem resoldre lim, .y (0,0,0)

sin(ax)

ja que lim,_,q -

fR" —R, f(x,y,2) =2yz = lim xyz = 0.
(z,y,2)—(0,0,0)

sin) 4 4 (2.4.5)
g:R—)R,g(t):{ i’ tiO
Per tant: '
im SRR ) ) =1, (2.4.6)

(z,y,2)—(0,0,0) XYz

Observacio 2.4.7. Aplicacions f: D C R" — R™ tals que

flzy, o xn) = (fi(xy, oo z), ooy f(@1, o )
lim f(z) =0 = ({1,...,0,)Ve > 036 > 0|0 < ||z — aljgs <6 (2.4.7)

r—ra

= ||f(2)l||gm < e <= lim f;(z) = ¢;.
r—a
En particular, f és continua al punt a si, i només si, f;(x) és continua per a tot j.

Definicié 2.4.8 (Continuitat al domini). Sigui f: D C R® — R™. Diem que f és continua a

D si és continua a tots els punts a € D.

2.5
FUNCIONS CONTINUES I OBERTS

Teorema 2.5.1. Sigut f: D C R* — R™. Son equivalents:

1. fecC(D).

2. L’antitmatge d’un obert és un obert. VU obert de R™, f~Y(U) = DNV, on V CR" és un
obert.

3. Per a tot tancat T C R™ emisteir un tancat G C R™ tal que f~(T) =GN D.

Demostracio.
1 =2 Sigui U obert de R™. SiUd N f(D) = 0, aleshores f~1(U) = @ i Penunciat és trivial. En

canvi, si U N f(D) # 0 tenim punts a € D amb f(a) € U N f(D). Per la definicié d’obert,
existeix € > 0 tal que B(f(a),e) C U. Utilitzant també la definici6 de f continua a a:

0, > 0|z € B(a,6,) ND = f(z) € B(f(a),e) CU

’ (2.5.1)
<= f(B(a,8,)ND) CU <= B(a,,)NDC fU).

24



Funcions continues i compactes 2.6.1

2 =1 Sigui @ € D un punt qualsevol. Aleshores, Y = B(f(a),e) és un obert, sigui qui sigui
e > 0. Per tant, per hipotesi, existirda un obert ¥V C R" tal que f~'(U) = V N D. Per
descomptat, i com f(a) € U, necessariament a € V N D i, en ser V obert existira 6 > 0 tal
que B(a,d) C V. En definitiva,

£(B(a,8) N D) C f(VN68) = B(f(a),e), (2.5.2)

d’on obtenim que f és continua al punt a. Repetim I'argument per a tots els punts a € D
i ja hem acabat.

1 = 3 Es equivalent a demostrar-ho amb oberts, ja que un tancat és sempre el complementari
d’un obert.

Exemple 2.5.2. Sigui f : R® — R continua. Comentem succintament les corbes de nivell i

altres conjunts:

o Aleshores, les corbes de nivell E. = {z € R" | f(z) = ¢} és un conjunt tancat. Sigui
E.= f~'({c}). En efecte, A = {c} és un tancat a R (cada punt per separat és un tancat).
Amb aixo, i el fet que f és continua, sabem que f~({c}).

o U.={x eR"| f(z) > c} = f((c,+00)) és obert, ja que I'antiimatge d'un obert és un
obert.

o To={z eR"| f(z) > c} = f([c,+00)) és tancat, ja que I'antiimatge d’un tancat és un
tancat.

Observacio 2.5.3. La imatge d’un obert per f continua no té per qué ser oberta. Per exemple,
sigui f continua definida per f(z) = 2%, amb x € (—1,1), la imatge pel conjunt és f((—1,1)) =
[—1,1], que és un tancat. Sigui com sigui, en cas que es compleixi aquesta propietat (que pot
passar), direm que f és oberta.

2.0
FUNCIONS CONTINUES I COMPACTES

Definicié 2.6.1 (Homeomorfisme). Un homeomorfisme és una aplicacio f: D C R" — E C
R™ entre subconjunts D i F amb la propietat que f és continua a D, injectiva a D, i la inversa
f~t: f(D) C E — D és continua.

Hem d’entendre els homeomorfismes com les aplicacions que deixen invariant ’estructura topo-
logica, de la mateixa manera que els isomorfismes deixen invariant I’estructura lineal. En efecte,
si f és un homeomorfisme, aleshores és continua (i per tant la preimatge per f de tot obert és
oberta) i al mateix temps és oberta (i.e. la preimatge per f~! de tot obert és oberta). En altres
paraules, f preserva els oberts (en tots dos sentits). El mateix passa amb els tancats. O amb

les successions convergents.
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2.6 Limits i continuitat

Teorema 2.6.2. Sigui f : K C R" — R™, amb K C R" compacte i f € C(K). Si f és

injectiva, f~1: f(K) — R" és continua. Equivalentment, f és oberta.

Demostracio. Es suficient veure que, si g = f~1, ¢g7'(F) és tancat si F' C R" és tancat. Hem
de mirar quins elements de F' C K sén imatge per ¢g~! i, en particular, que coincideix amb la
imatge per f de F'N K; és a dir:

g YF) = f(FNK). (2.6.1)

Com F'N K és tancat i acotat (si K és compacte, 2.6.5 ens diu que F'N K també és compacte).
Com f és continua, tenim que la imatge per f també és compacta; és a dir, f(FNK) és compacte
i, en particular, és tancat (¢~ (F) és compacte). |

Definici6 2.6.3 (Obert i tancat relatius). Donat un conjunt D C R", s’anomena obert relatiu
a D a tot conjunt de la forma DNU, essent U C R™ un obert. De la mateixa manera, s’anomena
tancat relativ a D a tot conjunt de la forma D N F, on F C R™ és un tancat qualsevol.

Observacio 2.6.4. En altres paraules, els oberts relatius a D sén precisament les interseccions
dels oberts de R™ amb D. Igualment, els tancats relatius a D son les interseccions de D amb els
tancats de R".

Propietat 2.6.5. Sigui K C R"™ compacte i sigui f : K — R continua. Aleshores, f(K) és

compacte.

Demostracio. Bs suficient veure que tota successié {y }; € f(K) té una parcial convergent.
Sigui ¢/ el j-ésim element de la successi6. ¢/ € f(K) < 27 € K i f(z/) = 3’. Pel fet que K
és compacte, (z¥); admet una parcial convergent (z¥7); amb limit € K quan j — co. Aquesta
mateixa parcial generara una nova successié {y*};, el limit de la qual sera f(z) donat que f és
continua a tots els punts de K. |

Corol-lari 2.6.6. La imatge continua d’un conjunt fitat és fitada.

Demostracio. Si E C R™ és fitat, aleshores E C B(0, R) per a R > 0 prou gran. Pero llavors
E C W per tant £ també és fitat. Perd a més F és tancat, i per tant compacte. En
conseqiiéncia, si f : E —> R™ és continua aleshores f(E) C R™ és compacte. Pero aixo vol dir
que f(F) és fitat, per tant cap dintre d’una bola B(0,5), S > 0. En particular, f(E) C f(E) C
B(0,S5) i per tant f(E) és fitat. |

Recordem de calcul d’una variable que tota funcié continua f : [a,b] — R assoleix els seus
extrems absoluts a l'interval [a,b]. En dimensions superiors passa una cosa semblant amb les

funcions a valors escalars.

Corol-lari 2.6.7 (Weierstrass). Sigui K C R™ compacte i f : K — R continua. Existeizen
2 € K i2' € K tals que f(2°) < f(x) < f(2%), per a tot x € K (s’assoleizen el mazim i el
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Continuitat uniforme 2.7.2

Demostracio. Sigui la imatge de K (K compacte a R) per f; per tant, f(K) és tancat i acotat.
Essent acotat, existeix el seu suprem s = sup,cx{f(z)}. En conseqiiéncia, donat ¢ > 0 la
interseccio (s — e, s] N f(K) és no buida i existeixen punts dintre de (s — ¢, 5] N f(K).
Prenem € = %, amb k € {1,2,...}. s — % no és una cota superior de {f(z) | z € K}. Existeix
algun f(z*) > s — £ i ens queda que donat ¥ € K, s — ¢ < f(a%) < s.
Com que (zF) C K i K és compacte, (z*) té alguna parcial (z*); amb lim;_,, z% = 2.

. 1 . 1 . [limje f(2) = f(2*) (deduccid
f(xky) - (S—k—j,S] — |f(xkg)_8| < T i {3 Sjl_i)mjui(oo f)(:ka{(S l ((deﬁnicié))}

j
Per I'infim la prova és similar. [

2.7
CONTINUITAT UNIFORME

Definici6é 2.7.1 (Funci6 uniformement continua). Recordem que f : A C R® — R és conti-
nua a A si, i nomeés si, Va € AVe > 0 existeix un 6 = d(a,e) > 0 (un delta que depén d’a i d’e)
tal que ||z —a|| <§ = |f(x) — f(a)| < e. En canvi, si f és uniformement continua a A, 6 no

depén de I'eleccio del punt:
Ve > 036 =6(c) > 0| lz—al| <6 = |f(z) - f(a)] <e, Va€ A (2.7.1)

Teorema 2.7.2. Sigui f : K C R" — R continua, amb K compacte. Aleshores, f és unifor-

mement continua a R.

Demostracio. Fixem € > 0. Aleshores, per a tot a € A podem trobar un §, > 0 (que depén
d’a) tal que ||z —al < 0, = |[f(z) — f(a)] < 5. Ara, sigui z € B(a,d,): sabem que
f(z) € B(f(a),%). Dit d’'una altra manera, que f(B(a,d,)) C B(f(a),%). Les boles B(a, 34,)
recobreixen tot K i sén obertes. En ser K compacte, amb un nombre finit £ de boles en tenim

prou:
K c | JB(a,6,) = K C B(a1,0,,) U+ UB(an,d,,). (2.7.2)

acK
Hem usat que un conjunt compacte es pot escriure com un subrecobriment finit. Sigui § =
min{%él, ce %6k} Com k és finit, § > 0. Siguin z,y € K tals que d(z,y) < §. Com que z € K,
existira almenys un ¢ tal que € B(a;, 304,). Aleshores:

1
d(y,a;) < d(y,z) +d(z,a;) <+ 55,11., (2.7.3)
de manera que també y € B(a;, d,,). Aixi doncs, f(z), f(y) € B(f(a;),5). En conseqiiéncia:

d(f(x), f(y)) < d(f(2), f(a:)) + d(f(ai), f(y)) <e, (2.7.4)

com voliem veure. [
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2.8 Limits i continuitat

Proposicio 2.7.3. Sigut D C R" i sigui f : D — R™. Si f és uniformement continua a D,
aleshores per a tota successié de Cauchy (xy), C D la successio d’imatges (f (zn)), també és

una successio de Cauchy.

Demostracio. Donat € > 0, sigui 6 > 0 el corresponent a la continuitat uniforme de f. Sigui
(), C D de Cauchy. Llavors existeix ng tal que si n,m > ng aleshores d (z,,, x,,) < 9. Pero
per continuitat uniforme aixo implica que d (f (z,), f (xm)) < €. En conseqiiéncia, (f (z,)), es
de Cauchy. [ |

1

Exemple 2.7.4. La funcié f(z) = sin — és continua a I'interval (0, 1), perd no ho és uniforme-

ment. Efectivament, la successio (x,), definida per z, = % és certament de Cauchy a (0,1),
donat que ho és a R (hi és convergent). En contrapartida, les imatges f (x,) prenen tan sols

tres valors,
0 n=2kperalgun k € N

f(x,) =<1 n=4k+1 peralgun k € N (2.7.5)
—1 n=4k+ 3 per algun £k € N
Per exemple, aixo prova que |f (1) — f (zags3)| = 2 per tot &k € N, i per tant aquestes
imatges mai no poden estar prop l'una de l'altra.

Proposicio 2.7.5. Sigut D C R™ un conjunt fitat, 1 sigut f : D — R. Suposem que f envia
successions de Cauchy de D a successions de Cauchy de R. Aleshores, f és uniformement

continua.

Lema 2.7.6. Donat A un conjunt, si tenim U obert i T un conjunt tancat tal que d C A C T
i D=T\UCIA. Aleshores, A= B, A=UidA=D.

2.8
EXERCICIS FINALS

Exercici 2.8.1. Estudieu [’existéncia dels limits segiients:

(23:2 + y3)2 ) ety — 1
(@y)—(0,0) 4x? + y47 (9)—(0,0) 4 + y27
im (@-1)" lim (@-1)" (2.8.1)
(@y)=(1,-2) 224y (y)=(1,-1) z* + y?
log® (1 + z%y?) _ 1 — cos(zy)
_— m —_—
(@y)—=00)  (zy)° (2y)=(00)  z?y?
Demostracio.
1. Volem veure que
T e A0 (2.8.2)
(@y)=>(0,0) 4a? + y*
Apliquem els limits iterats al nostre problema:
(2372)2 2 x—0 .
x,0) = =z si 4L, aleshores L = 0. .8.
f(z,0) 12 ——— 0 = si dL, alesh L=0 (2.8.3)
x
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Exercicis finals 2.8.3

Farem servir propietats de les desigualtats triangulars per fitar els termes que ens interessa

treure: (a+0)? <2(a® +0?%), |v| = Va2 < /422 +y* i |y| < /42? + y*. Per tant:

(22% + %)% _ 2022+ (19 4fal* + [yl
L = _ |27+ y)” B
|f<$7y> | |f(x7y)| ' 4ﬂf2+y4 4$2+y4 4x2+y4
2 \ 1 |
= @y (4 (Vi Ev) + (s + y4)4)6) —2(4(42% + ¢ + (42% + y)F) >0,
(2.8.4)

on 422 +y* — 0, quan (z,y) — (0,0). Tindria el mateix efecte buscar una § tal que f(z,y)
estigués fitada per ¢.
2. Per fer aquest limit, aplicarem que el limit del producte és el producte de limits:
e™ —1 ) e™ —1 ) Ty

lim 4— lim lim WECE
(@y)—=00) Tt + Y2  (@y)—00) Y (2900 2zt +y

(2.8.5)

Per calcular el primer limit, utilitzarem que la composicié de funcions continues és continua.
Sigui f(z,y) = e—_l Definim la funcié h(t) = etT_l sit# 01h(0) =1, que és continua (en
el 0, podeu fer el hmlt per 'Hopital, o observar que el limit dona la definici6 de derivada
de e’ al 0). Considerem la funci6 g(z,y) = xy, que és polindmica i per tant continua en
R2. Aixi, la funci6 F(x,y) = h(g(x,y)), que coincideix amb f en el domini d’aquesta, ¢s

continua per ser composicié de funcions continues. Per tant,

lim r,y)= lim F(x F(0,0) =1. 2.8.6
w i f @) =l F(r,y) = F(0,0) (2.8.6)

Pel que fa al segon limit, si r(z,y) = tenim que r(z,0) = 0 si 2+ y? # 0, de manera

z4+y2 9
que el limit, en cas d’existir, ha de ser L = 0. Considerem el cami v(t) = (¢,?), per a

t > 01 fem el limit segons aquesta corba quan t — 0% :

3

r(tt?) = % — 400, (2.8.7)

sit — 0. Per tant, el limit no existeix.
[ |

Exercici 2.8.2. Siguin f : R* — R i (a,b) € R? | V& € R existeiz f1(z) = lim,_, f(z,y) i per
a cada y € R existeiz fo(y) = lim,_, f(z,y).
1. Sigui f(x,y) = 393232 per a (x,y) # (() O) Demostreu que f no té limit al (0,0).

FEstudieu Uezistéencia del limit al (0,0) segons

2. Siguin p,q enters positius i f(x,y) = 4+ I

els valors de p 1 q.

Observacio 2.8.3. Recordeu que si existeix lim, ) p) f(2,y) = £, els limits iterats coincidei-

xen en el valor ¢; és a dir:

lim fy(2) = lim fo(y) = £. (2.8.8)

T—ra
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2.8 Limits i continuitat

Resolucio. Calculem els limits iterats. Per una part

T A e |
P Ty e T 289
i per 'altra
2 2 2 -9 2
lim lim = — lim —2 = —2, (2.8.10)

= lim
y—02—-0 32 + y2 y—=0 gy
Com que surten valors diferents, el limit global no existeix. Pel que fa al segon apartat, és clar

que els limits iterats donen sempre 0. Si fem el limit sobre rectes y = mx, m € R tenim
xPmiz? ma

i — i ptq—4
ilir(l) por e vl ilir(l]l' . (2.8.11)

Queda clar doncs que si p+ ¢ — 4 < 0 aquests limits sobre rectes o bé no existeixen o bé donen
valors diferents per a cada recta. En tot cas, el limit global no existeix. Passem a veure que
quan p+q —4 > 0 el limit existeix i val 0 (I"anic valor possible, tenint en compte que els limits
iterats i els limits sobre rectes valen sempre 0). Utilitzem la definici6: volem veure que donat
e > 0 existeix 6 > 0 tal que si ||(z,y) — (0,0)]] < § aleshores - O‘ < e. Utilitzem les

wpyq
x4 +y4

1
acotacions |z|, |y| < (z* +y*)*, que hem deduit de la segiient manera:

<2ty = Yttt <a <ttty = 2] < Vat+ oyt (2.8.12)

Aixi doncs, tenim:

Dq/d 444 Tt 44 i ptq _
"V < (@ +y)" (@ +y) :(:c4+y4)p4q Y=0sizy—0, (2.8.13)
I‘4 + y4 .T4 + y4
on, per hipotesi, ’% —1 > 0. Pel criteri del Sandwich, podem afirmar que, efectivament, el limit

buscat és efectivament 0. També podem fer-ho directament, utilitzant 1’acotacio
oyt < (22 ) = (@)l (2.8.14)

Sid >0 és tal que ||(z,y)| < 0 aleshores

ptq

< (x4 —|—y4) 4

1 +q—4

Com que §7T9~* tendeix a 0 a mesura que § va tendint cap a zero, existird § prou petit per a

que 6*197* < ¢, amb la qual cosa tindrem el resultat desitjat. [ ]

Exercici 2.8.4. Sigui g : (0,+00) x [0,27) — R? donada per g(r,0) = (rcos(6),rsin()). Si
f:R2 — R és una funcié i definim la seva expressié en coordenades polars per f = f o g,
demostreu que lim ) 0,0) f(2,y) = € si, i només si, lim,_,o f(r, 0) = ¢, uniformement en
6 € [0, 2m).

Demostracio. La resposta és immediata si obviem la demostracié del teorema segiient de teoria.

[gualment, el demostrem a continuaci6.
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Exercicis finals 2.8.6

Teorema 2.8.5. Sigui f : R* — R. Aleshores, lim, ;) (0,0) f(x,y) = € si, i només si,

lim f(rcos(6),rsin(f)), uniformement en 6. (2.8.16)

r—0

Es a dir, que per a tot € > 0 existeiz un § > 0 tal que
|f(rcos(8),rsin(f)) — | < ¢, (2.8.17)
per a tot 0 i tot r € (0,0).

Per definicio, sabem que lim, 40,0y f(2,y) = ¢ equival a dir que donat ¢ > 0 existeix § > 0
tal que si 0 < /22 +y2 < 6, aleshores |f(z,y) — €| < . Si ara anomenem z = 7 cos(f)
iy = rsin(f), aleshores es pot dir equivalentment que donat ¢ > 0 existeix 6 > 0 tal que
|f(rcos(f),rsin(f)) — ¢ <esi0<r<dib és qualsevol. Aixo ens diu que f(r cos(),rsin(f))

tendeix a 0, quan r — 0T, uniformement en 6. [ |

Exercici 2.8.6. Sigui A C R" i sigui, d(x, A) = inf,c 4 d(z, 2), distancia de x € R" a A.
1. Proveu que A = {z € R%d(x, A) = 0}.
2. Demostreu que per a tot z,y € R? |d(x, A) — d(y, A)| < ||z — y|| @ deduiu que l’aplicacio
d(-, A) és continua en R2.

3. Demostreu que si A és obert, aleshores per a toty € A,x # y, es té d(z,y) > d(z, A).

Demostracio. Pel que fa al primer apartat:
C Siz € A existeix una successio {:L‘k}k C A tal que limy_,o 2% = z, és a dir, tal que
limg o0 |z — 2|| = 0. Com que d(z, A) < ||z — 2*|| per a tot k deduim que d(z, A) = 0.

D Reciprocament, si d(z,A) = 0, existeixen ¥ € A tals que Hx — ZBk” < %, i per tant
r=limj_,c2" €A
Pel que fa al segon apartat, per a qualsevol z € A tenim:
d(z, A) < |lz —zl| < [lo =yl + lly — =] (2.8.18)
Passant aquesta desigualtat a 'infim en z € A obtenim:
1, per tant:

Canviant els papers de x i y tenim també —d(z, A) + d(y, A) < || — y||, obtenint d’aquesta
manera la desigualtat demanada. Aquesta desigualtat implica la continuitat de f(x) = d(z, A).
Vegem que f és continua a qualsevol z.R™. Fixat ¢ > 0 podem triat ) = ¢, de manera que si
||z — xo|| < 0 aleshores

[f (@) = f (zo)| < |z — ol <e. (2.8.21)

Pel que fa al tercer apartat, si A és obert i y € A existeix r > 0 tal que B(y,r) C A. Ara n’hi
ha prou amb observar que dins B(y,r) hi ha punts més propers a A que el centre y. Podem,
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2.8 Limits i continuitat

per exemple, agafar un punt dins la bola B(y, ), en el segment que uneix x i y, i més proper a

x que no el punt y; explicitament, prenem

roy—x
PR (2.8.22)
2 |ly — |
Tenim z € B(y,r) C A, jaque |ly — z|| = 5, i:
roy—x r
e =l = -0 = 522 =y =l - 5. (252)
2 |ly — || 2
Per tant, d(z, 4) < lly— ol - § < lly — ol =

Exercici 2.8.7. Sigui B = {.1'2 +3y+z2:0<y<z,x<5-1<z<1}. Es B compacte?

Demostracio. Considerem la funcié f(z,y,z) = x? + 3y + z, que és continua. Observem que el
conjunt
K={(x,y,2):0<y<z,o<5-1<z<1} (2.8.24)

és compacte. En efecte, és tancat perque es el producte cartesia de dos tancats,
K={(z,y):0<y<az,x<5}x[-11], (2.8.25)

i és acotat perque |z|, |y, |z| < 5. Com que B = f(K), és a dir, és la imatge d’un compacte per

una funcié continua, B és compacte. ]

Exercici 2.8.8. Per a v > 0, definim la funcio

12(y—1)"

_ ) wey (@y)
fv(%y)—{ (oD (1)

En funcié del valor de v, estudieu la continuitat en R? de f,.

(0,1)
01 (2.8.26)

/BN

Demostracio. Es clar que f, és continua a tots els punts (zo, o) # (0,1), ja que és el quocient
de dues funcions continues el denominador del qual no s’anul-la. Estudiem doncs la continuitat
al punt (0,1). Tenim els limit iterats:

o 12y-1T 0
glcll,% il_rﬂ =1 :lclg(l) pori 0 (2.8.27)
i
12(y —1)7 12(y — 1)7
lim tim 2@ =1 WD o, gy, (2.8.28)

e @ (= DB v @ (= D2 e

Aquest segon limit no dona 0 si 7 — 2y < 0, i per tant en aquests casos el limit global no pot
existir. En particular, f, no pot ser continua. 1

Si 7 — 2v > 0 utilitzem Pacotacio |y — 1] < (z? 4+ (y — 1)?)? per deduir que

12(y — 1)7

(@ + (y — 1))
Com que 7—2v > 0 el terme de la dreta de la desigualtat tendeix a 0 quan (z,y) tendeix a (0, 1),
i pel criteri del Sandwich deduim que % també hi tendeix. Per tant f és continua a

(0,1). u

7/2— _
<12 (2 + (y—1)2)7"*7 = 12| (z,9) — (0, 1)
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Exercicis finals 2.8.9

Exercici 2.8.9. Sigui f : R?> — R una funcid acotada. Demostreu que f €s continua si i
només si A = {(x,y, f(z,y)) | (z,y) € R?} és tancat.

Demostracio. Suposem primer que f és continua i provem que A és tancat. Es suficient veure
que si X¥ € A,k > 1, és una successié convergent amb limy_,.o X* = X°, aleshores X° € A. Si
diem X° = (z0, ¥o, 20), hem de veure doncs que zg = f (o, ¥o)-

Com que X* € A tenim X* = (a3, yp, 2x) amb 2z, = f (74, 9x). La convergéncia limy . || X*—

X% = 0 implica, en particular,

La continuitat dona, aleshores:
2o = lim 2z = lUm f (zg, yx) = f (20, %0), (2.8.30)
k—o00 k—o00

tal com voliem.

Suposem ara que A és tancat i comprovem que f és continua a qualsevol punt (xg, ). Es
suficient veure que per a qualsevol successio (xg,yx) tal que limg oo (zk, yx) = (Zo,%0) €8 té
limg o0 f (g, yk) = f (20,y0). Per a veure aixo utilitzarem que (zx, yx, f (xx, yx)) € A1 que A
és tancat.

Com que f és acotada, existeix M > 0 tal que f(z,y) € [-M,M] per a tot (z,y) € R2
Considerem ara la bola tancada B = m C R2. Observem que per a k prou avancat

tenim

(2p, Yi, [ (T, y)) € B x [—M, M), (2.8.31)
i que aquest conjunt K := B x [~M, M] és un compacte de R®. Per tant, existeix una parcial
convergent {(:vkj, (T (xkj,ykj)) }j (teorema Bolzano-Weierstrass) i, degut a que A és tancat,

j—00

(@ Uy f (255 98,)) = (20, 90, f (20, 90)) € A (2.8.32)
Arabé, com que (xk.j, ykj) és una parcial de (xy, yx) tenim que, necessariament, (xy, y,) = (o, ¥o),
i per tant el limit de {(xk]., Yi,» | (xkj, ykj))}j té la forma (o, yo, 20), amb zg = f (x0, yo).
D’aquesta manera hem vist que f convergeix a partir d’una parcial de (z,yx), perd no en la
seqiiéncia total (pot ser que limy f (2, yx) no existeixi).
Suposem doncs que limy, f (zx, yx) no existeix. Aixo vol dir que existeix € > 0 tal que

[=M, M]\B (f (z0, %) ,€) (2.8.33)

conté infinits elements en (f (zx, yx)),, tals que podem trobar una subseqiiéncia (xy;, ykj)j satis-
fent

Ara bé, com que ( f (xkj,ykj))j és una seqiiéncia en el compacte [—M, M|, repetint 1’argument
fet anteriorment, tenim que existeix una parcial convergent ( f (:Ekjl,ykjl»l que convergeix a

f (z0,y0), pero aixo no és possible, ja que sabem que

”f(xk?jl7yk'jl) - f($07y0)|| 2 g, Vi Z 0. (2835)
[ |
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[11

Derivabilitat

3.1
DERIVADES PARCIALS I DIRECCIONALS

Per generalitzar els nostres coneixements de derivacié en una variable en diverses variables hem

de conéixer molt bé com ho fem per traslladar-ho en clau de copia.

Definicié 3.1.1 (Funci6 univariable derivable en un punt). f és derivable al punt a si existeix

la derivada en el punt:

lﬂw = f'(a). (3.1.1)

Definicié 3.1.2 (Derivada parcial). Sigui a € U, f: U — R™ i U obert a R™. Les derivades

parcials de f al punt a (si existeixen) son:

ﬁ = lim f<a1’""aj_h‘rj’aj-l-la--‘?n)_f(aly...;an).

813]' Tj—aj T; — aj

(3.1.2)

En derivacié parcial podem fer servir les regles de derivacié que coneixem fins avui dia. Les

altres variables actuen com si fossin constants.

OF () = tjm {1@1292) = [ar,a2) (3.1.3)

ax T—a r1 — aq

Per a n = 2, la féormula a seguir seria la immediatament superior.

Exemple 3.1.3. Sigui f(z,y) = sin(zy) + x. Calculem les derivades parcials al punt (1,7):

() = yeostay) +1 = Lm) =17

x Ox

of of (3.1.4)
a—y(w,y) = zcos(xy) = a—y(l,’ﬂ) = cos(m) = —1.

Definicié 3.1.4 (Gradient). Es el vector de les derivades parcials d'una funci6 escalar. Aixi, el

gradient de f al punt a és:

_(9F of
Vf(a)= (8:51 (a),..., o, (a)) . (3.1.5)
Es tracta d’un vector i per coheréncia se sol expressar com una matriu columna:
@\ e
viw=| ¢ |- (3@ @) = s (3.6
of T Tn
m(a)

Notem que l'existéncia de gradient implica només 'existéncia de les seves components (les deri-
vades parcials) i, per tant, en esmentar gradient en cap cas s’assumeix que la funci6 és derivable.
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3.1 Derivabilitat

Definicié 3.1.5 (Derivada direccional). Sigui f : ¥4 C R® — R, U un obert d’'R" i ¢/ una

direcci6 (un vector a R™ amb ||v|| = 1). Diem derivada direccional de f al punt a i en la direcci6
U a .
D, f(a) = lim f(”“;) —J{a) (3.1.7)
Observaci6 3.1.6. Sigui v =e; = (0,...,1,...,0), no nul a la coordenada j-ésima. Utilitzem
la definicio:
D.,f(a) = lim flar, ..., aj-1,a;+t a1, ... an) — flar, ..., an) _ of (a). (3.1.8)

Definicié 3.1.7 (Diferenciabilitat en un punt). Sigui f : &4 C R® — R amb U obert en R" i
a € U. f és diferenciable al punt a si, i només si, 9L, : R™ — R una aplicaci6 lineal tal que:

o @) = (@) = Lo = o)

©a I = all

~0. (3.1.9)

Observacio 3.1.8. Vegem per n = 1. A l'hora de determinar L,(z) tenim en compte que la
podem representar per una matriu 1 x 1 (és una funcié d’'R en R): L,(z) = Az, A € R.

o F@ = f@ = Ma—a) @)= @)

T—a Tr—a T—a Tr—a

=\ < flla) =\ (3.1.10)

Reescrivint, ens queda L,(z) = f'(a)z.

Intentem veure quina ha de ser aquesta aplicaci6 lineal L, : R* — R. En particular, intentem
determinar queé val L,(e;), on (e;); és la base canonica. Considerem punts = a la coordenada j

de la forma = = a + te;,t € R. Aquest limit restringit a una variable resulta ser 0:

fla+te;) — fla) — La(tey)

|l —al = |t| = lim =0
t—0 t
A —tL (e A
— lim fla+te;) — fla) —tLa(e)) — 0 < lim fla+te;) — f(a) — Lo(e;) = 0 (3.1.11)
t—0 t t—0 t
of of
< a—x](a) — La(ej) =0 <— La(ej) = a—x](a)
Per tant, ens queda que la matriu de L, té mida n x 11 és la segiient:
of of
L, —(a),..., . 3.1.12
— (@) 3.112)
A posteriori:
L,(v) =V f(a)- v, veR" (3.1.13)
Aixi doncs, podem reescriure 'expressio de diferenciabilitat de la segiient manera:
e lo—al

Aquesta aplicacio lineal que estem buscant correspon un vector de la base canonica. En concret,
és la que origina ’hiperpla tangent a la grafica de la funcié en el punt a.
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Derivades parcials i direccionals 3.1.12

Observaci6 3.1.9. Quan f és diferenciable al punt a € U, %(a) = Vf(a)e;. En general,
D,f(a) =V f(a) 0. Si f és diferenciable al punt a, f és continua al punt a.

Exercici 3.1.10. Donada la segiient funcio f, per a quins valors de p, q la funcio és diferenciable
a (0,0)?

xPy1

_ 2yt 5ip7Q>07
fay) {0, si (2,y) = (0,0)

Demostracio. Cal que existeixi V £(0,0) = (%(0, 0), g’yc (0, O)) i que sigui diferenciable en aquell

(3.1.15)

punt.

OF (0.0 — tp F00) = F0.0)

a x—0 x
(3.1.16)

@y :c—>0 Y

Com veiem, les derivades parcials son coincidents i V f(0,0) = (0,0). Per tant, el gradient en la
imatge per f de (0,0) existeix i és finit. Ara apliquem la definicié de diferenciabilitat:

. f(z,y) — f(0,0) = Vf(0,0)(x =0,y = 0) ' xPyt .
lim —  lim
(2,9)=(0,0) ”(33 - y) - (Oa O)H (z,9)—(0,0) (.T4 —+ y4>\ /12 -+ y2

> 0.

(3.1.17)
Si més no, aquest 1limit no és ni de bon tros evident. Intentem aplicar els limits sobre rectes per

a coneéixer el seu possible valor:

. 2P (ma)? m? i gPra—t {0, sip+q—5>0

11m = 1m .

w20 (4 4 (ma)h) /22 + (mx)2 (1 +mH)V1+mt =0 |z B, siptq-5<0
(3.1.18)

Per tant, per a p + ¢ < 5, f no és diferenciable. Suposem p + ¢ > 5. Utilitzant les fitacions

1

habituals || < (z4)1 < (24 + y")1, |y| < (2* + y*)7 i, notem, |2Py?| < (z* + y*)"*" ens queda:

p+q -1

xPyd < (z* +y*) 7
(Tt +y") /a2 + 2| T (et yh)a

Fita interessant: (22 +¢y?)? =2 +y* + 2222 > 2t + oyt <2* + oyt + 2t + oyt =202t +¢4). W

p+z—5 p+q—5>0

= (z* +y") 0. (3.1.19)

lim
(2,9)—(0,0)

Propietat 3.1.11. St f és diferenciable al punt a, aleshores existeizen les derivades direccio-

nals: Fa s tD)
a—+tv .
D,f(a) = 11_{%—, si ||lv]| = 1. (3.1.20)
En concret, Vf(a)-v = ||Vf(a)| cos(d), ja que hem fizat ||v|]| =1, i U = |I§§EZ;II' La derivada

direccional és maxima quan U iV f(a) estan alineats.

Propietat 3.1.12. St f : D C R® — R és diferenciable al punt a € ZO?, aleshores f té derivades

direccionals a a, 1 es compleix:
D, f(a) = ‘v = Zvj (Vf(a),v), (3.1.21)

és a dir, la deriwada direccional en la direccio v és la imatge de v per la diferencial.
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3.1 Derivabilitat

1. St f és diferenciable, aleshores la diferencial és inica. Efectivament, acabem de veure que,
en cas d’existir, Df(a) queda determinada per totes les derivades direccionals D, f(a).
Pero cadascuna de les D, f(a) és unica.

2. Si f és diferenciable al punt a, llavors Df(a) - e; = D,, f(a) = %(a). Per tant la matriu
de Df(a) en base canonica és

Df(a) = ( 20) 2@ - #) ). (3.1.22)

3. Si f és diferenciable al punt a i satisfa %(O) =0 per toti=1...n, aleshores D, f(a) =
per tot v, doncs

D,f(a)=Df(a) - v=0-v=0. (3.1.23)

4. Per comprovar si una funcio és diferenciable a un punt x = a, ["unica aplicacio lineal L
que pot servir és la que té matriu en base canonica L = (g—;l(a), ce g—jl(a)). St aquesta
L no serveix, aleshores cap altra aplicacio lineal L no servira, i f no és diferenciable al

punt a.

Propietat 3.1.13. Sigui f : D C R" — R, tal que a € D i tal que les seves derivades parcials

ngj amb j = 1-+mn, son continues a D. Aleshores, f és diferenciable a D. Diem que f € C'(D)

o que f és de classe Ct. En forma de cadena d’implicacions podem posar:

f €CYD) = f diferenciable a D = f continua a D. (3.1.24)
Notem que f € C! és una condicié més forta que f sigui diferenciable.
Demostracio. Per an = 2, sigui a = (a1, as) i * = (1, 23). Volem provar el segiient:

. flar + hy,az + ha) — flay, a) — (;f (a1, az)hy + az (017 a2)h2)
im
(b1 h2)=(0,0) [[(, o)

=0. (3.1.25)

El numerador ve donat per la segilient expressio, pel teorema del valor mig en la primera igualtat:

f(a1 + hl, a9 + hz) — f((l1 + h1, (12) + f(a1 + hl, ag) — f(al, (Ig) — (gfl (al, ag)hl =+ ﬁ((Lb ag)h2>

0y
- %(“1 + hy,&2)ho + %(51, as)hy — (gf1 (a1, as)hy + 8852 (a1, a2)h2>
- (e - e )i+ (e - j—f<>) b
< (%<5l,a2>—§—jl<al,a2>) 1Rl + (gi(a1+h1,§2) géml,az)) [ <‘ ‘||h|\+|||\hH
(3.1.26)
u
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Derivades parcials i direccionals 3.1.17

Definicié 3.1.14 (Matriu diferencial de ¢ al punt a). Sigui ¢ : D C R® — R™ i sigui a € D.
Definim la imatge per ¢ com la imatge per les m aplicacions components en les m coordenades:
O(x1,. .y xn) = (O1(x1, .., T0), oo, O, ..., Ty)). ¢ és diferenciable al punt a si, i només si,
existeix L : R™ — R™ tal que

1 19(2) = 6(0) = Lu(z — a)|

= [ = all

— 0. (3.1.27)

A posteriori, quan aixo passa, L,(u) és la matriu diferencial de ¢ al punt a (o jacobiana, tot i

que per jacobiana normalment s’entén el determinant d’aquesta matriu).

pr(@) o 52a) Vi (a)
Lo(u) = (Déa)(u), on Do, = S = : (3.1.28)
Set(a) - Fe(a) Vo (a)

Propietat 3.1.15. St ¢, ¢ diferenciables:

1. ¢+ és diferenciable i D(¢ + 1)y = Doy + D1,
2. Sim =1, ¢y és diferenciable i V(p))q = (a)Vo, + ¢(a)V,.

Definicié 3.1.16 (Regla de la cadena). Siguin f: D CR* — R™ig: f(D) C ECR™ —
RP. Sigui a € D amb f(a) € E. Si f és diferenciable al punt a i g és diferenciable a f(a),
aleshores go f : D C R" — RP? és diferenciable i

D(go f)(a) = Dg(f(a)) - D(f(a)), on - indica el producte de matrius. (3.1.29)

Les matrius de D(g(f(a))) 1 D(f(a)) son les segiients:

Y(a) o 2(a)
: : (3.1.30)
(a) e (o)

Teorema 3.1.17 (La regla de la cadena en derivaci6 parcial). Suposem que z = f(z,y) i f és
diferenciable, i x = g(t), y = h(t). Suposant que les derivades rellevants existeizen,
dz  Ozdr Ozdy

—_— = — —_——. .1.31
dt Oz dt +8ydt (3.1.31)

Encara més, suposem que f(x,y) és una funcio tal que x = g(s,t) i y = h(s,t) son funcions de
dues variables, s,t. Aleshores:

of of

. — Vo : S7h8 = JzYs hsu ar
Regla de la cadena amb parcials en dimensio 2. Posem G : R? — R? tal que fem la segiient
assignacio: (z,y) — (G1(z,y), Go(z,y)), amb Gy (z,y) = g(¢(z,y)) 1 Go(z,y) = g(¥(x,y)), on
ara g : R?> — R i ¢,¢ : R2 — R?. La matriu diferencial de G és:

(fas £y) - 90 ) = fage + fylu. (3.1.32)

9G1  9Gy
DG(z,y) = (ﬁ ﬁ) : (3.1.33)
ox oy (z,9)
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3.1 Derivabilitat

Per a trobar qualsevol d’aquestes entrades, podem aplicar la regla de la cadena. Per exemple, a

partir de la igualtat G1(z,y) = g(¢(x,y)) tenim:

941 91
DGi(,y) = Dylo(w,9)) - Do(a,y) = (§(6(x.y)) z—zw(x,y)))-(a% &)

9 96 o9 D0 (3.1.34)
(20w, )2+ 2(g(w,y)) 2
%0 (¢, y)) 92 + %29, )) 22
, & (2, y) )
Com que també DG (z,y) = ﬁ(m 0 ) ens queda el segiient:
dy ’
0G1 Oy 0¢r  Og s
%0 2,9 = 22 (3l ) 22+ 92 (o)) 022, B
oy Ox 0y Oy "7 Oy
Aquesta és la formula del teorema anterior, que surt d’aplicar la regla de la cadena. |

Exemple 3.1.18. La funcié f(u,v) = (u? — v?,2uv) té jacobia no nul a tot punt diferent de
(0,0). En conseqiiéncia, f és localment invertible a tot arreu llevat del punt (0,0), amb inversa
C>. Si posem f(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) i anomenem ¢ a la inversa local, aleshores go f =1, 0
el que és el mateix:

g(f(“?”)) = g(x(u, U), y(u’ U)) = (uvv)7 (3136>

i podem pensar que g(z,y) = (u(x,y),v(z,y)). La diferencial Dg es pot calcular matricialment:

Dyl 0))Df(u,v) = ((1) (1)> (3.1.37)
i en coordenades aixo s’escriu com:
Fl@y) Gy (Z(z,y) @(%y)) (1 0)
o Ay . . _
<8_Z(x7y) %(%y)) (%(x,y) %(l‘,y) 0o 1/ (3138)

d’on

8

iz;) o @Z —ziv) B (3.1.39)

Adonem-nos que aixo ens permet recuperar Dg(x,y) en termes de g(z,y) en aquells punts (z,y)

%y y) O

(%(z,y) g—;j(:c,y)) _ (g—;(ﬂf,y) é—(

en els que g tingui sentit. Naturalment, com g és desconeguda, també ho és Dg. Tot i aixo0, si per
exemple fixem el punt (u,v) = (1,1) llavors f(1,1) = (0,2) i, per tant, x(1,1) = 0,y(1,1) = 2
d’on u(0,2) =11iwv(0,2) =11 per tant

1 2u —2v 1/2 -2

40



Derivades parcials i direccionals 3.1.21

Aixo ens permetria, per exemple, donar el polinomi de Taylor de g en un entorn del punt (0, 2),
tot i no conéixer g explicitament. Els calculs que hem fet matricialment també es podrien fer

implicitament tot derivant el sistema

r= u(:lj', )2 - U(l‘, )27
{ y = 2u(x%/y)v(m, y),y (3.1.41)

respecte de x 1y, respectivament. En fer-ho, obtenim dos sistemes d’equacions en el punt (z,y),

o ou Ov = Ou _ Qv
{ 1= 20t — 202 { 0=2ug, — v, (3.1.42)

gﬁ g%’ ou ov
Si (z,y) = (0,2), llavors (u,v) = (1,1) i per tant aixd genera un sistema lineal amb incognites
les derivades parcials de wu, v respecte x,y al punt (0,2),

u v _ o0u v
122%7 0,2)—2%(0 2), 0=251(0,2) —252(0,2),
0 =29%(0,2) + 29¥( 1

v v 3.1.43
o — 924(0,2) + 222(0,2), (3.143)

P

Exemple 3.1.19. Sigui ¢(z,y) = (", sin(zy) + 1), de R? en R?. La matriu és la segiient:

oY1 O xy zy
Dz, y) = | 22 2 | = ( ye ve ) 3.1.44
Pz, y) (Wz 86—%) ycos(zy) xcos(ry) ( )
La composicio de g i f ens donara justament ¢: (x,y) — f(x,y) = zy — g(t) = (', sin(t)+1)

ig(f(z,y)) =v(x,y).

Dw<x,y>=Dg<f<x,y>>-z>f<x,y>:( 62)) (v 33)2( yer e

cos( ycos(zy) xcos(zy)

) . (3.1.45)

Observacio 3.1.20. Suposem que v és de classe C’, és a dir, que 7/(t) existeix i és continua.
Sigui f(z) funci6 a R" i E. = {z | f(z) = c}, sigui 7(t) corba dins de E.. f(y(t)) = c i
V() -~ (t) =0.

Exemple 3.1.21. Considerem f(z,y) = l;;‘ﬂ; i f(0,0) = (0,0). Estudiem, primer, el cas

a > 0. De les desigualtats:
2

v <, (3.1.46)

3
0< 1 <1, 0<—2 <
|2[® + y?

w4y T

obtenim que:

0 < z|y|* :< ElR )
=P 4y 2] + 32

Per tant, % + 5 — 1> 0. Aleshores:

win

2 3
Y 3 212+5-1 3 22491 3.1.47
(i) (P #2357 < (o 428 an)

lim |f(z,y)] =0, (3.1.48)

(z,y)—(0,0)
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3.2 Derivabilitat

senzillament pel lema del Sandwich. Aixo prova que si a > % llavors f és continua a l'origen.
Per valors a < 0, un calcul de limits direccionals a 1’origen mostra que f no té limit al (0,0).
Queda pendent, doncs, veure qué passa si 0 < a < % En aquest cas, els limits direccionals
no resolen la qiiestié donat que séon tots 0. Com a métode alternatiu, podem intentar tracar el
limit al llarg d’alguna corba no rectilinia. Per facilitar el calcul, escollim una corba v(t) amb
components potencials

y(t) = (#,1%), (3.1.49)

que faci que els dos sumands del denominador representin una contribucié del mateix ordre. En
efecte, v té components polinomials (per tant continues per valors de ¢ en un entorn de 0) i
certament passa per (0,0) (donat que y(0) = (0,0) ). A més,

0 a> 2
I fy) = lim f ) = tim A T D (g1)
im x,y) = lim = lim —— = lim —— = _ 2 1.
(z,y)—(0,0),(z,y) ey Y t—0 v t—0 16 4 ¢6 t—0 2 a g
0 o< 3

Com que els limits sobre rectes sén 0, i el limit sobre v no ho és, ja estem en condicions d’assegurar

que f no té limit al (0,0) si a < % També podriem optar per afegir un petit parametre a la

corba, per exemple v,,(t) = (mt?,t3), i procedir de manera similar,

2
! Fery) =l f (ym(®)) = lim L N (3.151)
()00 aapern” Y T e I T 1y T Y T -
0 O./<§

per concloure que el limit sobre 7, depén de m sempre que o < % Novament, aix0o també prova
que f no té limit al (0,0).

3.2
INTERPRETACIO GRAFICA DE LA DIFERENCIABILITAT

Diem que dues funcions f,g : R® — R tenen contacte d’ordre major o igual que m al punt

x = a, o bé que sén tangents d’ordre m al punt z = a, si

@) — ()

==a ||z —al™

(3.2.1)

Si f, g tenen contacte d’ordre major o igual que m, llavors també tenen contacte d’ordre major
o igual que k per a tot k = 0,1,...,m. Geométricament, aixo vol dir que les grafiques de f i
g tenen a un entorn de z = a un contacte superior al que la funci6 ||z||™ té amb 0 al voltant
de lorigen. En particular, f i g son més tangents a un entorn de x = a com més gran és m.

Representarem R™™! com si fos R x R. Aix{ doncs,

R = {(#,2,41) | © € R*, 241 € R}. (3.2.2)
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Interpretacio grafica de la diferenciabilitat 3.2.1

Recordem que la grafica d’'una funci6é f : R® — R és el subconjunt donat per

G(f) = {(z,2n41) € R™! ‘ Tni1 = f(z)} (3.2.3)

En particular, la restriccié de f als punts de la recta r : x = a + t¥ genera una funci6 g real de
variable real, g(t) = f(a + t¥) la grafica de la qual pot pensar-se com una corba tragada sobre
G(f). Aquesta corba és la intersecci6 de G(f) amb el pla de R"™! d’equacions paramétriques
(x,Zpy1) = (a +10,8) = a + tU + se,q1 (és a dir, el pla que conté r i és parallel a e, ).
Adonem-nos que si g és derivable a 'origen, llavors existeix el limit

70) = iy 2090y, fle -9~ 1)

t—0 t t—0

= D, f(a), (3.2.4)

i en particular ¢’(0) = D, f(a). Com a conseqiiéncia,

o- iy (=90 =GOy, Ser DSBSy g
Més encara, si anomenem p(t) = ¢g(0) + ¢'(0)t = f(a) + D, f(a)t, aleshores
t—0 t ’ o

i per tant les grafiques de g i p tenen un contacte d’ordre superior a 1 en un entorn de 'origen.
Com que p és una recta, deduim que l'existéncia de D, f(a) implica l'existéncia d’una recta
tangent per a g. O el que és el mateix, la restriccié de f a la recta a + U té una recta tangent
ben definida, d’equacié p(t) = g(0) + ¢’'(0)t = f(a) + D, f(a)t. Tal com passa en una variable,

D, f(a) indueix una funcié
D,f: A — R,
a — Dyf(a),

que assigna a cada punt a el valor de la seva derivada direccional D, f(a). El domini A de D, f

(3.2.7)

és el subconjunt de punts de a € D tals que D, f(a) esta ben definit. En general, A C D.

Observacio 3.2.1. Recordem la definici6 de diferenciabilitat en un punt: sigui D C R" un
conjunt i f : D — R una funci, i sigui @ € D un punt interior a D. Es diu que f és
diferenciable al punt a si existeix una aplicaci6 lineal L : R™ — R tal que

oo (@) = fla) = LGz = a)

e o —al

— 0. (3.2.8)

Quan aixo0 passa, L s’anomena diferencial de f al punt a, i es denota L = D f(a).

La propietat de ser diferenciable requereix que f(x) i g(z) = f(a)+ L(x — a) tinguin un contacte
d’ordre major o igual que 1 al punt z = a. Adonem-nos que g és un polinomi de primer grau en

T1,...,T,, 1 per tant seva grafica G(g) és un hiperpla de R™**!
G(g) = {(xu Top1) € R w1 = fla) + Lz — a)} )

que passa pel punt (a, f(a)). Es pot dir, doncs, que ser diferenciable equival a tenir un hiperpla
tangent al punt r = a.
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3.8 Derivabilitat

3.8
DERIVADES SUCCESSIVES

Definicié 3.3.1 (Derivades d’ordre superior). Sigui f : D C R* — R diferenciable a tot D
tal que existeix gf (a) per atot j € {1,...,n} iperatotac D.
J

Observacio 3.3.2. Pot passar que les funcions %(x) siguin diferenciables. Aleshores, existei-
J

xen les derivades parcials

0 ( of ) 0 f oF f

0x G_%x :&vkﬁazjx — Ox;y -+ 0xyy

(3.3.1)

Lema 3.3.3 (Lema de Schwarz). Sigui f € C*(D) (totes les segones derivades son continues).
Aleshores,
0% f O f
a) = a).
&rjaa:k 81:,68%

Podem derivar amb l’ordre més convenient, ja que el resultat final sera el mateiz. N’hi ha prou

(3.3.2)

amb qué cadascuna de les derivades parcials sigui diferenciable.

Sigui f : D C R™ — R una funcio6 per a la qual existeixen les derivades parcials %(a),‘v’a eD.
J

Aleshores, % : D C R* — R. Si existeix la derivada parcial % (%) (a), la denotem per:

9% f

8mk8xj @)

(3.3.3)

Propietat 3.3.4 (La derivaci6 és «commutativa»). Si %,j = 1=+ n, son diferenciables a un
J

punt a € D. Aleshores,

Pf o Pf
8xk8x]~ n 8x]0xk

(a), Vj,k € {1,...,n}. (3.3.4)

L’ordre de les derivades creuades, no influeix en la derivacid.

Definicié 3.3.5 (Matriu hessiana). Sigui f per a la qual % son diferenciables a a € D (per
exemple, f € C*(D). Aleshores, la matriu hessiana d’f al punt a:

oof ... 9
(0z1)? 0rn0z1
Hf(a) = : : , Hf(a) € Myxn(R) és simeétrica. (3.3.5)
or ... 9
0z10zn (0, )2

Exemple 3.3.6. Sigui f(z,y) = 23y — sin(xy). Podem calcular algunes derivades parcials:

0

a—i(ﬂr, y) = 3z%y” — y cos(zy),

57 3 (3.3.6)
a—y(a:, y) = 22° + x cos(zy).
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Derivades successives 3.3.9

A la vegada, podem fer la segona derivada parcial per a cadascuna de les variables, en funci6 de

les dues equacions anteriors, (3.3.6); d’aquesta manera, n’obtindrem quatre:

*f 22 0*f > -

O L) = 6oy — P sin(ey), o (2y) = 62% + cos(ay) — aysin(ay)

;2 ; gz fx (3.3.7)
oy 93 2 o7 a2 o

e (x,y) = 22° — x” sin(zy), axay(av,y) 62 + cos(zy) — xysin(zy)

Definicié 3.3.7 (Funcio de classe C*). Sigui f : D C R® — R. Diem que f és de classe C*, o
bé f € C*(D),k € N, si existeixen totes les derivades d’ordre :
oFf

———  i1,...,0 €41,...,n} is6n continues a D. 3.3.8
B Om k€4 } (3.3.8)

Definicié 3.3.8 (Diferenciabilitat al punt a). Sigui f: D C R® — R. Diem que f és diferen-
ciable al punt a si existeix L, : R* — R tal que:

o (@) = f(0) = Luz — a)

= [ = all

= 0. (3.3.9)

A posteriori,
L,: R* — R
y — Luy) = Vi(ay,
on tenim una bijeccioé (o una identificacio) entre D f, <— V f(a). Ara, tenim si f és diferenciable
a tot D:

(3.3.10)

Df: QCR" —  L(R",R) ~R"

a — Df(a) +— Vf(a). (3.3.11)
Se segueix que D f és diferenciable al punt a si existeix A, : R" — L(R™,R), tal que
D - D — Ag(x —
o o —al
Quan A, € L2(R",R), podem definir-la de la segiient forma:
Aot R — L(R"R) Au(y): R — R (3.3.13)
y — Ay r — Au(y)(2) o
Per tant, podem trobar un element aixi:
02f 2f
(0z1)? Y 9zndTy U1
A(y)(x) =27 -Hf(a) -y = (z1,...,2) - : , : : (3.3.14)
o%f ... _9%_ Y
0x10Tn (0zn)? n
Exemple 3.3.9. Ens donen una funcié f de dues variables, definida a trossos:
xy(x27y2) 3 0.0):
flay) =0 7 (z,9) # 0,0); (3.3.15)
0, si (z,y) = (0,0).
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3.8 Derivabilitat

Si (x,y) # (0,0), les derivades creuades coincideixen. En canvi, a priori no podem dir el mateix
sobre el punt (z,y) = (0,0). Existeix D((zo,yo),7) entorn de (xq,4o) # (0,0) on 2%+ y* # 0 (en
particular, (0,0) ¢ D). Aleshores, f(x,y) € C>®°(D((xo,yo),7)). Aixd és perqué en tota derivada
posterior podem reescriure el resultat de manera que el denominador sigui una poténcia de
2?2 + 92

Es 2 diferenciable als punts (o, 1) # (0,0)? Es %(m,y) continua al (0,0)? f és de classe C!

oz
a R? si, i només si:
2 _02) 19020 (22 + u2) — 2 _,2)9 4y g 423
3_f<x,y): (y(@® —y°) +20°y)(@° +y°) —ay(a® —y7)20 _ y(a" —y" +4a°y") (3.3.16)
Ox (22 + y?) (2% + y?)?

Notem que per a calcular derivades en el punt (0,0) no podem usar una expressié coneguda,

sind que cal usar la definicio:

of .
5.(0,0) = lim . =——=0. (3.3.17)

Per veure que %(z, y) és continua al (0,0) i, per tant, de classe C!, hem d’aplicar la definici6 de

continuitat: 0 < ||z —al| <0 = |f(z) — | <e.
(@' —yh) + Ay’ fy(at =yl Ayl fyl(et ) 4yl
@PE | S @ e T @ S @ e @A (3319
< [yl + 4ly| = 5[yl

On hem usat les acotacions segiients:

2

T
24y T (3.3.19)
(2 + %) < 202" + )
Fixem-nos que, en aquest cas, f(x,y) = —f(y,x). Per tant:
of z(z! —y') — 4oy’
6—y(m, y) = CCENTE : (3.3.20)
Per determinar que %(w, y) no és continua a (0,0), volem veure que les derivades creuades no
coincideixen.
0 f af (df _ Z(h,0)= 80,00 -0
(0,0) = = [ ==(0,0) | = lim = — 1.
0x0y Ox \ Jy h—0 h h (3.3.21)
*f of (of 5 (h,0) — 3(0,0) a
0,0) = == ==(0,0) ) = lim 2=~ et
ayﬁx( 0) y (8:1:( ’ )) ho h

I, amb tot, ja hem acabat.

Exemple 3.3.10. Sigui f(z,y,2) = xcos(z) + ye* + 2%(log(1 + »?)) i un punt a pertanyent al
domini d’f, a = (1,1,0) € R3. Com veiem, ¥ i V f(p) estan alineats:

D,f(p) =V f(p) -v=|Vf(p)| - cos(f), maxim quan 6 = 0. (3.3.22)
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Exercicis finals 3.4.2

Calculem el gradient en (1,1,0):

2
Vip) = (cos(z)7 e 2 Y 5> —wsin(z) + ye® + 2zlog(1 + y2)) =(1,1,1). (3.3.23)
lL+y (1,1,0)
= : : fonte o — YS@) 1
Prenem el vector ¢ com la normalitzaci6 del gradient: v = qmrin = \/g(l, 1,1).
3.4

EXERCICIS FINALS

Exercici 3.4.1. Sigui f(z,y) definida a trossos de la segiient forma:
ﬂ? st x,y 7£ 070
flz,y) = Votv? )7 0.0 (3.4.1)
0, si (xz,y) = (0,0).
1. f és continua.

Demostracio. Apliquem la definicié de continuitat i veiem que ¥(x,y) # (0,0), f és continua

en (x,y) perqué és producte i divisio de continues tal que el denominador no s’anul-la; per a
(z,y) = (0,0):
. 2 2
Fley)— o) =1 VIR im0 quan (o) > (0,0). (342)
Vit +y? T et + P

Pel lema del Sandwich, existeix lim g ) 0,0y f(2,y) = 0 = f(0,0) i f és continua al (0,0). Al
segon apartat, en (0,0) existeixen totes les derivades direccionals d’f; en efecte, per definicio:

t’U1|t’U2|
D, f(0,0) = lim J(tv tea) = (0,0) =l Y g tE] - s = v1|vg]. (3.4.3)
t—0 t t—0 t t—0 t|t| /<U% + U%)
Per tant, per a tot v = (vy,v2) tal que ||v|| = 1, existeix D, f(0,0) = v;|vz|. Com que f no és
lineal, f no és diferenciable al (0,0): si f fos diferenciable al (0,0), 'aplicacié L(v) = D, f(0,0)
seria lineal (de fet, D, f(0,0) = V£(0,0) - v).

Observacio 3.4.2. Alternativament, ho podriem argumentar per definicio:

o) = 10.0) = 9500 (5 7 7)

és diferenciable al (0,0) < 3IVf(0,0)i lim =0.
d (-0 OO oo [Ge.0) — 0.0]]
(3.4.4)
Hem usat que 9£(0,0) = %(0’ 0) = 0. En més detall:
00,0y = 1t LD =IO0 _ 0,
ox h—0 h h—0 h (3.4.5)
7,00 = fim T = lim e =0
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3.4 Derivabilitat

Quan posem y = max podem reescriure el limit de (3.4.5) de la segiient manera:

m| : +
PR 11 W o S ! (3.4.6)
=02 +mPa? em0l+m? x| —ghs, stz — 07

El signe del valor del limit canvia en funci6é de si I’z s’aproxima per la dreta o per 'esquerra.

Per tant, no existeix el limit en una direccio i, en conseqiiéncia, no existeix el limit global.
|

Exercici 3.4.3. Sigui o« > 0. Volem determinar la diferenciablilitat al (0,0) de la segiient

funcio:
L si(w,y) #(0,0)
falz,y) = 09 . (3.4.7)
0, si (x,y) = (0,0),
Demostracio.
1. Estudiem Dexisténcia de V f,(0,0).
30+
o 0) =ty 228D = Jal00) _pp T w et 2 4T)
oxr z—0 x—0 z—0 xT z—0 :L‘(q;Q)O‘ z—0 :p|5(:|20‘
1 sia=1
2 1 )
= lim W = lim |z|*72*(1 +2) =<0, sia<1
T— T T—>
400, sia>1
dfa
——(0,0) = 0.
ay( Y )
(3.4.8)

Hem vist, doncs, que 3V f,(0,0) <= «a < 1 i, per tant, f,no és diferenciable per a tot
a> 1.
2. Acotem el resultat, analitzant el cas que 0 < a < 1. Hem d’obtenir V f,(0,0) = (0,0).

lim f(x,y)—fa(0,0)—Vfa(0,0)(:U—O,y—O)

o diferenciable al (0,0) <= =0
s 0.0 = (o [G9)— (0,0]
3 2, .4
(@y)—=(00) (22 4 y?)*t2
(3.4.9)

Anem a veure si, en efecte, es compleix:

23+ xy? + 2t

3
e e e e P G L i 0
(22 +y2)a+§

(2% 4+ yz)a+% N (x2 + yz)a+% (3.4.10)
=@+ )R+ Va4 y?) - 0+2=0.

Hem usat que 1 — a > 0 (recordem, 0 < o < 1; altrament, no podriem dir que el limit és

zero). Pel lema del Sandwich, existeix el limit i és zero. Per tant, f,(0,0) és diferenciable
al (0,0) per a tot 0 < a < 1.
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Exercicis finals 3.4.4

3. Acotem el resultat, analitzant o = 1:

f(@,y) = 1a(0,0) = Va(0,0)(z — 0,y = 0)

o diferenciable al (0,0) <=  lim =0
I 00 = oo (9] - 0.0
333 X 2 334
(xy)=0,0) /22 + 12 (@.y)—=(0,0) (22 4 y2)g .
(3.4.11)
Podem acotar-lo amb el valor absolut:
ZL’4 1
0<|———| < (@®+yH)2 = 0. (3.4.12)
(22 +y?)>
Pel lema del Sandwich, existeix el limit, val 01 f, és diferenciable al (0, 0).
|

Exercici 3.4.4. Siguin f:R3> — R? i g : R?> — R? definides per:

fz,y,2) = (z +log(1 +ayz),sin(n(z +y +2))), glz,y) = (@° +y* cos(ay)).  (3.4.13)
1. Calculeu la matriu diferencial de f al punt (1,0,0).
2. Calculeu la matriu diferencial de g al punt (1,0).
3. Calculeu la matriu diferencial de la composicié g o f al punt (1,0,0).

Demostracio. Dividim f, g en quatre funcions diferents: f1, f2, g1, g2, una per cada coordenada:

file,y,z) =x +log(l+ayz)  gi(w,y) =2+ y?

: 3.4.14
Faa.y.2) = sin(n(z +y + ) gala.y) = cos(ay) 341
Se’ns demana calcular Df(1,0,0):
T L0 0
Df(1,0,0)= | 55 5f 6% :(_W . —7r>' (3.4.15)
ox dy 0z (1,0,0)

Hem hagut de calcular préviament les expressions de les derivades parcials en un punt geneéric
per, després, poder substituir el punt (1,0, 0):

24

0
%(l’,yaz) =1+ 1+xyz(y2) a—f(az,y,z) cos(m(z +y+ 2))w
oh, e b \
a—y(x, Y,z) = T 297 (xz) (3.4.16) 8—y(az, y,z)cos(m(x +y+ z))m (3.4.17)
0 0
T @.2) = (o) L (2,4, 2 cos(nla 4y + 2)m
Figura 3.1: Derivades parcials per f;. Figura 3.2: Derivades parcials per fs.

La resta de I'exercici es deixa per al lector.

Indicacions: El segiient apartat es fa de manera analoga per g i, en 'tltim, cal usar la regla de
la cadena, obtenint D(g o f)(1,0,0) = Dg(1,0) - Df(1,0,0). |
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3.4 Derivabilitat

Exercici 3.4.5. Siguin F : R3> — R? 1 G : R? — R? les funcions
F(z,y,z) = (x +y? 2+ :EZ) , G(z,y) = (xy,xQ + y) . (3.4.18)
Calcula la matriu diferencial de la composicio G o F' al punt (1,1, —1).

Demostracio. Tenim que D(G o F)(1,1,—1) = DG(F(1,1,-1)) - DF(1,1,—1) = DG(2,0) -
DF(1,1,—1). Per tant:

_( 1 20 (1 20
DF(:U,y,Z)—<2x+Z 0 x) — DF(1,1,—1)_<1 5 1)'
0 o (3.4.19)
T
O

Exercici 3.4.6. Sigui o > 0 i sigui la funcio a R? definida per

fla,y) = ﬁsm(\/ﬁﬁ> i (@y) #£0,0) (3.4.20)

0 si. (z,y) = (0,0)
Digueu per a quins o f és continua al (0,0). f és diferenciable al punt (0,0)?

Demostracio. f és continua al (0,0) si, i només si,

Ve >036>0|0< ||(z,y)]| <6 = <e. (3.4.21)

Ty i 1
sin
(2% + y2)" Vv +y?
Fem una série d’acotacions per determinar el limit mitjancant el lema del Sandwich:

1, a=1

1 .
0< il sin( )' < =] - Iyl <@+ =00, a<l (3.4.22)

(22 + y?)~ NZEY (22 4+ y2)> —

oo, a>1
Les fites utilitzades han sigut les segiients:

|sin(t)| <1,
lz] < \/2? + 92, (3.4.23)
lyl < Va2 +y2

Com hem vist, cal estudiar cada cas d’a per determinar la continuitat de la funci6 de manera
acurada:

1.0 < a < 1: Com que (22 + y?)'™* — 0 quan (z,y) — (0,0), pel lema del Sandwich
lim 40,00 f(z,y) = f(0,0) = 0. I, aixi, f és continua per a tot 0 < o < 1.
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Exercicis finals 3.4.7

2. a > 1: Apliquem limits per rectes, ja que veurem que no existeixen. Sigui y = mx i posem

f(z,mz):

T, mx :sz(ka) in ; 4.
) = ( m2<1+m2>>' e

Siaw =1, f(x,mx) oscil-la infinitament al voltant de x — 0 i, per tant no existeix. Trobem

el mateix comportament quan o > 1. Per tant, f no pot ser continua al (0, 0).

Per veure que f és diferenciable al (0,0), han d’existir g—i((), 0) i 2—5(0, 0) i que

. f(x,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(:U—O,y—O)_
(z,yl)lgzo,o) ) = (0,0)] = 0. (3.4.25)
Primerament, veiem que:
91 (0,0) = 1im L2 =SO0_
Ox =0 =0 (3.4.26)
of _ o f0,y) = £(0,0) o
a—y(o,())_i% 7 —0 =0.

Per tant, existeix V f(0,0) i val (0,0), per a tot 0 < a < 1. Amb aixo:

Y g 1 -0 =
N i sin ( W) 0—(0,0)(x,y) . y ‘ ( ] )
1m = 1m S .

in
(2,:4)=(0,0) (22 +y2)2 (@9)—(00) (2 + y2)t2 V+ 2
(3.4.27)
Agafem les mateixes fites que abans i obtenim:
! ]Iy Lo
xry . -y 2 2\1_q 1
0< sin <—7F—<(24+y7 )2 " =<0, a<s (3428
(22 _|_y2)a+% ( /22 + y2>' (22 + y2)@ ( ) oo % ( )
) 2

I I'estudi és analeg al que hem fet anteriorment amb tota rigorositat: per a 0 < a < %, trobem
que el limit val 0 i, per tant, pel teorema del Sandwich, f és diferenciable al (0,0) per a tot

D<a< % En canvi, per a a > %, fa no és diferenciable al (0,0). |

Exercici 3.4.7. Sigui f : R" — R wuna funcio diferenciable en tot punt de R". Si f(tx) =
t2f(x) per a tot t > 0 i tot x € R", demostreu V f(tz) =tV f(x) per a tot v € R" it > 0.

Demostracio. N’hi ha prou amb veure que g—g{l(tx) = tg—f(:c) per a tot x € R" it > 0. Per

Tl
simetria es demostren les altres parcials i, en conseqiiéncia, el gradient. Notem que:

O () i ST =T PR = @)
0z, h—0 iZ h—0 h 5.429)
LI L) L )

Per demostrar, ara, que V f(z)-x = 2f(x) per a tot = € R", sigui x € R"\ {0}, ¢ > 0. Aleshores,
definim F(t) = f(tx). Com que F(t) = t?f(x), deduim que F(t) = 2tf(z). Per altra banda,
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3.4 Derivabilitat

al ser f diferenciable i ¢ — tx lineal (i per tant diferenciable), aplicant la regla de la cadena
obtenim:

DF(t) = Df(tz) -x = Vf(tx) - x =tV f(z) - z. (3.4.30)
Quan F' : R — R, tenim que DF(t) = F(t), i obtenim que 2tf(x) = tV f(z) - z, tal i com
voliem veure. Per altra banda, si x = 0, volem veure que f(0) = 0. Pero aixo és conseqiiéncia
directa de la continuitat de f a 'origen, que es deriva de la seva diferenciabilitat. |
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IV

Aproximacio polinomial

4.1
FORMES MULTILINEALS

No hem fet aquest apartat a classe, aixi que es deixaran els enunciats sense demostrar.

Recordem que L(R™; R™) denota l’espai vectorial d’aplicacions lineals £ : R™ — R™. Aquest
espai és isomorf a ’espai de matrius M,,«,,(R) i, per tant té dimensié nm. En particular, quan
m = 1, espai L(R";R) admet la base {w,...,w,}, on w; : R" — R és l'aplicaci6 lineal

determinada per w;(e;) = &;;. Per extensio, £L*(R™; R) denota 'espai de formes bilineals.

Definicié 4.1.1 (Forma bilineal). Una forma bilineal és una aplicacio n : R® x R* — R tal

que per a tot u,v,w € R* i X € R, es compleix:

n(u+v,w) =n(u,w) +n(v,w), nAu,w)= In(u,w)

n(u,v+w) =n(u,v) + n(u,w) nu, A\w) = An(u, w) (4.1.1)

Altre cop, £2 (R™;R) té estructura d’espai vectorial real (la suma d’aplicacions bilineals i el pro-

ducte per escalars es defineixen de manera natural). Una base de £? (R™;R) és {w; ® w;}

ij=1..n’
on

w; @w; : R" xR" = R (4.1.2)

és la tnica aplicacio bilineal tal que w; ®w; (€,, €,) = ;50,4 En particular, £2 (R";R) té dimensio
2
n°.

(

k
Similarment, £* (R";R) denotara l'espai de formes k-lineals n : R" ® xR™ — R, i una base

d’aquest espai és {w;, ® -+ - @ w;, }2-1 cvip=1,..n2 O1L
Wiy ® - @y R xR 5 R (4.1.3)
amb w;, @ - Qw;, (€j,,---,€5,) =04y 4y -0 4. La dimensi6 de £F (R™;R) és n*.

Definici6 4.1.2 (Aplicaci6 simétrica). Direm que una aplicacié k-lineal n € £F (R™;R) és si-

métrica si per a tota permutacié o € Sy es té 7 (eg(l), . ,eo(k)) =1 <el, (k), ek).

Lema 4.1.3. Tota forma k-lineal simétrica n € L* (R™;R) queda determinada per la seva accid
sobre k-tuples de vectors repetits, i.e. pel conjunt {n(u,---u);u € R"}

Si 1 és una forma bilineal, llavors existeixen coeficients a;; tals que n = Zij a;jw; ® wj. En

particular, n és simétrica si, i només si, n(e;, e;) = n(ej,e;) o, equivalentment, a;; = aj;, per
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4.2 Aproximaci6é polinomial

a tot 4,j. Aixi doncs, donats dos vectors z = Zj zie; 1y = > yrek, la imatge n(z,y) es pot

representar mitjangant el segiient producte tensorial:

n(z,y) =n <Z Lj€j, Zykek) = Zl‘ﬂ? <€j7 Z%%) = ijyknej; €k = ijykajk
J k J k Jk 3k
i1 - Qin Y1

Qp1 - Qpp Yn

(4.1.4)

En particular, usant el lema anterior, ens adonem que l'expressio:
n(z,z) = Z ;T (4.1.5)
i?j

és un polinomi homogeni de grau 2 en les variables xy, ..., z, que determina 7 de manera tnica.
Es diu homogeni perqueé tots els seus sumands sén monomis de grau 2. Aixi, tota forma bilineal
simeétrica queda univocament determinada per un polinomi homogeni de segon grau.

De la mateixa manera, si k = 3 tota forma trilineal simétrica 7 : R® x R” x R® — R queda
determinada per un polinomi homogeni de grau 3. Explicitament, n(z, z,z) =~ j, Qijnt;T;T
on a;;; = n(e;, e, €x). La seva accid sobre tres vectors es pot calcular mitjangant el producte de
la seva matriu. El general, tota forma k-lineal simétrica queda univocament determinada pel
seu polinomi homogeni de grau k associat, i la seva accié esta determinada per un tensor k-
dimensional. En endavant, sera d’utilitat la segiient identificacio: LF(R™;R) = L(R™; L(R™;R)).

Observacio 4.1.4. Aquesta identificacié associa a tota forma k-lineal n € £F(R";R) una apli-
caci6 lineal L, : R — LF71(R™;R) definida per:

Ly(z): R"x ®7D xR* — R (4.1.6)
(.. 2 — Ly(z)(2t, .. 2R ) = (a2t 2, o

Efectivament tenim L, € LF7'(R™;R). Més encara, la correspondéncia n — L, és lineal i
bijectiva, donat que si L € L(R™; L¥~1(R";R)) aleshores I'aplicacié n;, definida per

no(zt, ..., 2%) = L") (2?,.. . 2" (4.1.7)
és una forma k-lineal, que satisfa per motius obvis L,, = Liny, = .

4.2
PoLINOMI DE TAYLOR

Definici6é 4.2.1 (Polinomi de Taylor). Sigui f: Q C R" — R i sigui a € 2. Anem a desenvo-
lupar el polinomi de Taylor en diverses variables, és a dir, per a diverses n. Per an =1, on n
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Polinomi de Taylor 4.2.3

és el nombre de variables, sigui f : Q C R® — R, amb a € ). El polinomi de Taylor de f de

grau k al punt a és:

ki) ,
Pk sz .< )(x—a)z. (4.2.1)

Definici6é 4.2.2 (Terme complementari de Lagrange i ordre de contacte). A més, hem de tenir
en compte que aquest polinomi té un residu que ha d’assolir per a coincidir amb f. En diem el

terme complementari de Lagrange (R):

_ FEED () w1 o JE() k1
) =pulo) + Ty e = R= gy (=) 22
f(@) = pile)

f(@) = pr(@) + o(|z — a|) <= lim = 0.

i |z — aff
Si el limit de (4.2.2) existeix i val zero, diem que el polinomi té ordre de contacte k.

Teorema 4.2.3. Sigui f : Q@ C R* — R, en concret, sigui f € C*(Q) i sigui a € Q. Euisteix

un unic polinomi py(xy,...,z,) de grau < k tal que:
ava [l —all* ' -

A més, f(x) = pr(z) + o(||z — al|¥) i té la forma:

pul) = @)+ Vf(a) (& —a) + 5 D*f(a)(x —a, 2 —a) 4+ Do) (a—a, k. x—a). (424)

2!
Aizo és:
o (x —a, D,z —a)
pr(x) = D'f(a) f (4.2.5)
i=0 '
Aleshores:
L i )
f(x) = ; D (@)@ —a,->w—a) + Fr ) D® (&) (x —a, k. x — a), (426

£=(1—t)a+tx,tc]01].

U@-p@)l _ o

[[z—all*
Es suficient veure que si posem x com x = a + tv, el limit tendeix a zero uniformement en 7.

Considerem g,(t) = f(a + tv) i g,(0) = (a) Tenim:

gu(t) = Df(a+tv) v - 9,(0)=Df(a) v
g9(t) = Dif(a+tv)(v,.9.,v) ¢¥(0) = Dif(a)(v,.7.,0)

Una vegada obtenim aix0, volem veure que el limit que donarem a continuacié és 0 uniformement

. .. T a(l)x a .
Demostracio. Sigui pg(x) = ZZ oD'f(a )Q Volem veure que lim,_,,

(4.2.7)

en v
@) (0) .
@) =S iDi () —a, D r—a) | fg(t) = Y, 2O
lim - = lim - . (4.2.8)
:L‘:x(?-ﬁtv H.ﬁl? o CZH t—=0 t
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4.2 Aproximaci6é polinomial

Per al cas k = 1, tenim:

o 920 = (2.0 + 200 _ | gi(6) = 4 (0)
1

t—0 t t—0

—limg,(t) -~ g,(0).  (429)

Volem veure que I’expressioé no depén de ¥ (ja que n’és independent, volem que sigui uniforme-
ment continua). En altres paraules, volem veure que Ve > 0 existeix § > 0 tal que si [t| < §

aleshores:

19,(t) = 9,(0)] = [Df(a + tv) = Df(a)o| = !Vf(a +tv)v = Vf(a)l

(s ) of <o - ffs$ioa 4

- n
Jj=1

on hem usat, en la tltima desigualtat que |t| < §. L’uniformitat ve donada per la continuitat

de les derivades parcials, és a dir, 5% sén funcions continues: per a tot € > 0 existeix o > 0 tal
que ||z — al| < ¢ implica que:
of of
< —. 4.2.11
S = 5w < - (4.211)

Com z = a+tv, |[xr—al| < <= |t| < d. Per ala resta de k£ € N, haurem de fer k
vegades L’Hopital i acabarem obtenint derivades k-ésimes. L’argument se sostendria de manera

similar. [ ]

Observacio 4.2.4. El cas k = 1, ja el coneixem. Per la definicié de diferenciabilitat:

i [@) = £(@) = Vf(@)(z — a)

z—a [ = af

— 0. (4.2.12)

Aix0 ens diu que py(z) = f(a)+ V f(a)(z — a) és el polinomi de Taylor és 'inica aplicaci6 lineal
per la qual es compleix aquest limit.

Per al cas k = 2, po(z) = f(a) + Vf(a)(z —a) + 3(z — a)H f(a)(z — a).

Per al cas n = 2, hem de fer:

pate) = fanan) + (G0 5 @)) @ = ary - )

92 f o2 f
a a
(Ml‘( ) ot >> (z— a1,y — )

Fe0y (@) Bydy a)

(4.2.13)
0 0
(—J; (x —ay) + a—ch(a)(y — CLQ))
°f B 0* f B B 0*f PR
( @ = 0P+ 2 L@ - ) — )+ 5@ - a)?).
I, generalitzant, podem escriure el polinomi de Taylor de la segiient forma:
B "L Of 1 <  O%*f
pe(z) = f(a) + Z; a—%(a)(fﬂj — )+ 5 2 B,0m, (a)(z; — a;)(zr — ax)
o e (4.2.14)
e I (), - 0 - ) -
30 Lo 83:38%8331 Q)T Q; )\ T Qp )\ Ty a;
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Polinomi de Taylor 4.2.8

Exemple 4.2.5. Sigui f(z,y) = ba* + 42%y +y> + 7, a = (1,0). Calculem p3(z,y) amb els

calculs previs pertinents:

f(1,0) =12
fo=2023 4+ 82y frp = 6022 + 8y  frze = 120z
fy=42% 4+ 2y foy =2 foay =8 (4.2.15)
fay = 82 fayy =0
Jyyy =0
De manera que obtenim:
m@yy:m+amx—n+4y+%am@—1f+28@—1w+2¢)
T (4.2.16)
+§ﬂHMx—1P+3-&x—lfw.

Hi ha un tnic polinomi de grau 3 que tingui aquest ordre de contacte per a n = 2 al voltant del
punt (1,0).

Observacio 4.2.6. El polinomi de Taylor és unic. Sigui f(x,y) = sin(z +y) i calculem p3(z, y)
al punt (0,0):

B 43 , sin(t) — ( - g)
En el cas de la funcié que ens toca estudiar, en dues variables, tenim que:
sin(z +y) — ((x +y) — (z;—,y)g>
lim =0. (4.2.18)

(2.9)—(0,0) (z +y)?
Com veiem, podem convertir el polinomi de Taylor de dues variables en un estudi totalment

equivalent d'un polinomi de Taylor d’una variable, tal com hem vist.

Observaci6 4.2.7. Sigui v amb ||v|| = 1 i considerem ¢(t) = f(a+tv). Aquesta funcié g manté
la regularitat d’f, de manera que tenim g € C*.

k ©)] :
. g(t) . ijo g j!(o)tj
lim
t—0 |1§|]‘C

=0. (4.2.19)

Aplicant la regla de la cadena, obtenim que ¢'(t) = D(f + atv)v i, en general, g*)(¢t) = D* f(a +

tv)(v, -+, v) (és un k-vector perqué I'aplicaci6 és k-lineal). Ara, si prenem x = a+tv <= v =

r—a.

Tt
g(J)(O) = Djf(a)(v, ] i U) - Djf(a)(x - a, J L a)t_j' (4220)
D’aqui, si el limit per la dreta és 0 uniformement en v ja hem acabat.

Corol-lari 4.2.8 (Teorema del valor intermig). Sigui f : D C R — R diferenciable i sigui D
un domini convez (€s a dir, que per a dos punts qualssevol del domini el segment entre ells també
pertany al domini). Siguin x,y € D i sigui z(t) = (1 — t)x + ty,t € [0,1]. Ewisteix t € (0,1) tal
que:

f@) = fly) = VIGEO) (= —y) < flz)=[fy)+ V(1)@ -y) (4.2.21)
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4.8.1 Aproximaci6é polinomial

Observacio 4.2.9. Per a l'expressio z = x4+ t(y — ) amb ¢ € [0, 1], es descriu el segment entre

x 1y, on z és un determinat punt intermig que depén directament de .

4.3
EXTREMS RELATIUS

DEFINICIONS I NOUS CONCEPTES

Definicié 4.3.1 (Maxim relatiu). Sigui f : D € R® — R funcié a D, D obert. Diem que
a € D és un maxim relatiu si 3¢ > 0 tal que f(z) < f(a) sempre que = € B(a,¢).

Definicié 4.3.2 (Minim relatiu). Analogament, sigui f : D C R" — R funci6é a D, D obert.
Diem que a € D és un maxim relatiu si 3e > 0 tal que f(z) > f(a) sempre que z € B(a,¢).

En dimensi6 1 (n = 1), ja sabem que hem de mirar els punts amb derivada 0; dit més formalment,
si @ € D és un extrem relatiu, aleshores f'(a) = 0. A més a més, f”(a) >0 = a minim (si la
segona derivada és positiva, és un minim) i f”(a) < 0 = a maxim (si la segona derivada és

negativa, és un maxim).

Teorema 4.3.3. Sigui f : D C R" — R diferenciable. Si a és un extrem relatiu (o punt
estacionari), aleshores V f(a) =0 (dit d’una altra manera, les primeres derivades amb totes les

variables son 0).

Demostracio. Sigui v amb ||v|| = 11 considerem g(t) = f(a+tv). Aquesta g té un extrem relatiu
a to = 0; aixi, tenim g(t) < g(0) i f(a+ tv) < f(a).

0=4(0)=Vf(a)-v. (4.3.1)

Com V f(a)-v = 0 per a tot vector v, necessariament V f(a) = 0. També podriem dir que totes
les derivades direccionals de f han de ser 0. |

Definicié 4.3.4 (Punt critic). Sigui f: D C R" — R funci6 a D, D obert. Diem que a € D
¢és un punt critic si les derivades parcials son simultaniament nul-les; aixo és, si V f(a) = 0:

f(@) = fla) + Vf(a)(z —a) + lD2f(a)(fv —a,2 —a)+ of||lz — al|*)

2 (4.3.2)

= fl@) = fla) = 5(z — a)Hf(a)(z - a) + o[lz — all*).

Definicié 4.3.5 (Matriu definida positiva). Sigui M una matriu n x n simétrica. Diem que M
és definida positiva si:
vl M -v >0, Yo € R\ {0}. (4.3.3)

Teorema 4.3.6 (Punt de sella). Sigui f : D C R® — R funcid a D de classe C*(D). Sigui
a punt critic (Vf(a) =0). Si Hf(a) és estrictament definida negativa, a és un mazim relatiu.
Analogament, si H f(a) és estrictament definida positiva, a és un minim relatiu. Si vT H f(a)v
pren valors positius i negatius (segons v), diem que a és un punt de sella.
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Com sabem com estd definida una matriu 4.3.9

COM SABEM COM ESTA DEFINIDA UNA MATRIU

El cas facil és el segiient: sigui una matriu diagonal M

M O - 0
0 Xy -+ 0

=|. . : (4.3.4)
0 0 - M\,

Aleshores, el producte e]TMej = Aj, per a tot j = 1 <+ n. D’aquesta manera, tenim que M és
definida positiva si, i només si, A\; > 0 per a tot j =1 =+ n.

Propietat 4.3.7. Sigut M una matriv n X n. Sigui A; el primer menor d’ordre j, Ay = aqq,

Ay = <a11 a12> i A, =det M (els menors orlants).

G21 Q22
ail G2 - Gpl
7 (4.3.5)
a;Ll CL;L2 ar'm

1. 81 Aj >0 per a tot j, M és definida estrictament positiva.
2. St Aj €és negativa per a j senar i st A; és positiva per a j parell, aleshores M definida

estrictament negativa.

Exemple 4.3.8. Sigui f(z,y,2) =223 — 322+ 2y3 + 3y* + 22 i f € C(R?). Volem veure per a
quins valors V f(x,y, z) = (0,0,0) i, després, H f(x,y, z) sera diagonal i ’avaluarem en cadascun
dels punts en qué tenim conflicte.

O _ 622 4 620 =0

Ox

af 2

ZL = 4.3.
o 6y° + 6y =0 (4.3.6)
of

— =2z=0.

5, z2=0

Obtenim que els punts en qiiestio son: (1,0,0),(0,0,0), (0,—1,0),(1,—1,0). Hauriem de calcular
la matriu Hessiana de cadascun, pero solament ho farem per al primer cas; la resta, els deixarem

com a exercici per al lector.

122 — 6 0 0 6 0 0
Hf(x,y, z) = 0 12y+6 0] = Hf(1,0,00={0 6 0], (4.3.7)
0 0 2 0 0 2

que és definida positiva.

Exercici 4.3.9. Calculeu el polinomi de Taylor d’ordre 2 de la funcid f(z,y) = cos(x? +y) a
Uentorn del punt p = (0,0). Expresseu el polinomi p(x,y) = —4 + bx + 4y — dxy — y*> + xy* com
a combinacid de poténcies de (x — 1) i (y — 2).
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4.3.2 Aproximaci6é polinomial

Demostracio. Hem d’aplicar la formula ja coneguda, (4.2.14), i ens queda:

1
po(x,y) = £(0,0) + f,(0,0)x + f,(0,0)y + E(fm(o, 0)2% + 2 £y (0,0)xy + f,,(0,0)y?). (4.3.8)
Hem de calcular f,, fy, fuy, foas fyy 1 avaluar-ho corresponentment al (0, 0):

fe(z,y) =sin(z? + y)22  foe(z,y) = — cos(z? + y)222x — sin(z? + y)2

foy(z,y) = — cos(z? + y)2z (4.3.9)
fylz,y) = —sin(a® +y) foy(@,y) = — cos(z® +y)
De manera que obtenim:
1
pa(z,y) =1— §y2. (4.3.10)

Ara, resolem el segon apartat. Volem avaluar ps(z,y) al voltant del punt p = (1, 2):

p3(z,y) = p(1,2) + po(1,2)(z — 1) + py(1,2)(y — 1)
+ o (ea(1,2)(x = 17 42y (1,2) (& — D)y~ 2) + £ (1,2) (5 — 2)?)
! (4.3.11)
+ i(pmﬁx(l? 2)(1‘ - 1)3 + prwy<17 2)(]7 - 1)2(y - 2)

+ 3Py (1,2) (x = 1)(y — 2)* + pyyy(1,2)(y — 2)°).
Resolem les derivades parcials i ens queda:
p(r,y) =1+ (x—1)+ (z —1)(y — 2)%. (4.3.12)
I amb aixo ja hem acabat. u

Exercici 4.3.10. Calculeu el polinomi de Taylor d’ordre 4 de la funcid f(x,y) = sin(rz — y?)
en el punt p = (1,0).

Demostracio. Busquem un polinomi P de grau més petit o igual que 4 tal que

f(@,y) = Pz —1,9) + 0@y—a0 ([(z =1, 9)]*) . (4.3.13)

Quan el tinguem, per unicitat, P serd el polinomi de Taylor. Una opcié sempre és escriure

I’expressi6 general

P(x - 1ay) = f(l,()) + fa:(LO)(x - 1) + fy(l,O)y
+ % [fwm(]-a 0)(‘75 - 1>2 + zfmy(LO)(I - 1)y + fyy<170)y2}

+ % [foza(1,0)(z — 1)% + 3 fouy(1,0)(z — 1)%y + 3 fuyy (1,0)(z — 1)y + fiyy(1,0)y°]

+ % [flwmu? 0)(z — 1)4 + 4 frzay(1, 0)(z — 1)3y + 6fmyy(17 0)(x — 1)292

+4fwyyy(17 0)(z — 1)y3 + fyyyy(lv 0)94]
(4.3.14)
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Com sabem com estd definida una matriu 4.3.12

i calcular les derivades. Una altra opci6, més rapida en aquest cas, és utilitzar el desenvolupament
de sint (en una variable) i la unicitat del polinomi de Taylor. Primer manipulem la funcié per

obtenir una expressio en termes de x — 11 y:
sin (72 —y?) =sin (r(z — 1) —y* + 7) = —sin (7(z — 1) — ¢*) . (4.3.15)

Ara fem el canvi t = 7(z — 1) — y* al desenvolupament de Taylor de — sin(¢) a I'entorn de ¢y = 0.

Per veure fins a quin ordre necessitem aquest desenvolupament, acotem |t| per C||(x — 1,%)||°:

t]=|r@—1) =y’ < 7lllz =Lyl + Iz = Lyl* < (x+ Dz - L,y)] (4.3.16)

per (z,y) propers a (1,0). Per tant, en tindrem prou amb el polinomi de Taylor de —sin(¢) a 0

d’ordre 4: ,
. t

—sin(t) = —t + 3 + 0o (Jt]*) - (4.3.17)

[ |

Exercici 4.3.11. Escriviu f(x,y) = 2* + y* + xy* com a combinacié de poténcies de (x — 1) i
(y—2).

Demostracio. Volem calcular ps(z,y) al voltant de p = (1,2). Primer, calculem les derivades
parcials avaluades en p = (1, 2):

fy(x,y) =2y+ 2y fu(z,y) =2+22 (4.3.18)
fﬂ@y(‘r7y) = 2y

|
Exercici 4.3.12. Sigui ¢ € C*™ a un entorn del 0 i amb f(0) = 0. Definim la funcié de dues

variables g(z,y) = ¢(ax + by). Demostreu que el polinomi de Taylor de g de grau q a l’entorn
del punt (0,0) és:

9 6M0) I /m o
Pyz,y) =) ¢ m!(()) > (j) (az)™ 7 (by)’. (4.3.19)

m=0 7=0
Demostracio. Sabem que el polinomi de Taylor de grau ¢ d’una funcié composada amb una
funcio lineal és de la segiient forma:

Z ml Z( ) e Jay] A (0 0)z™ (4.3.20)

Per la regla de la cadena cada vegada que derivem respecte x afegim una derivada a ¢ i multipli-
quem pel factor a i, de manera similar, cada vegada que derivem respecte y afegim una derivada
a ¢ i multipliquem pel factor b. Ens queda:

§iley) = d(ax +by)a g = @ (ax + by) omg
04 = abg’ by) p = ——— = ¢ by)a™ b
dg avor — 100 (a +by) Oxm—iQyJ ¢ (az + by)

o (2,y) = ¢lax + by)b
(4.3.21)
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4.3.2 Aproximaci6é polinomial

Substituint a I’expressié del polinomi, ens queda:

y) = ;% é (Z‘L) 30 (0)a™ b gy — ok :ﬂ(O i ( ) “I(by) (4.3.22)

Per a aquest problema és ttil imaginar el segiient diagrama:

(z,y) L s+ by ¢ o(ax + by)

\i/

Figura 4.1: Diagrama de funcions del problema

I amb aix0 ja hem demostrat que les expressions coincideixen. [ |
Exercici 4.3.13. Sigui f(z,y) = 2 + 32® — 152 — 12y. Calculeu els seus extrems relatius.

Demostracio. Determinem quan la primera derivada s’anul-la i mirem el signe de la segona (en

aquest cas, haurem de mirar la matriu hessiana).

folm,y) =322+ 3y =15 =0 —5 302 + 34 —15=0 — = =42 +1.

=0 no és solucio

(4.3.23)
fyl@,y) =6y —12=0 < zy=2 —""y=2

D’aquesta manera, els quatre punts que en sén solucié som: p; = (2,1),p2 = (=2,—1),p3 =
(1,2),ps = (—1,-2). Com f(z,y) € C*, fuy = fys- La matriu hessiana és la segiient:

_ (6x 6y\ [z y
p
H(2,1) = ( ) — A, =12,A, =122 — 36 > 0 (maxim)

H(2,1) =6 <_2 1) — A} = —12,Ay = 122 — 36 > 0 (minim) (4.3.24)

— 1 2 21
H(1,2) =6 L 9] = Ay =36 — 12?2 < 0 (punt de sella)
H(-1,-2)=6 (_? :;) = Ay <0 (punt de sella)
(

Exercici 4.3.14. Calculeu els extrems relatius de f(x,y) = 22 —2xy*+y*—y°. Sigui f : R? —
R funcid. Per a cada vector v € R? es defineix la funcid restringida g,(t) = f(tv). Demostreu
que si f té un extrem relativ a (0,0), aleshores g, té un extrem relatiu a o per a tot v # 0.
Penseu si €s cert el reciproc.
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Com sabem com estd definida una matriu 4.3.15

Demostracio. Volem aplicar un raonament analeg al que féiem per una variable: determinem

quan la primera derivada s’anul-la i estudiem la segona. Mirem a quins punts les primeres

fa: =27 — 2y2

derivades donen O:

La primera equacié déna = = g2, i substituint a la segona tenim y = 0. Per tant 1'inic punt
critic és el (0,0). Mirem la matriu de segones derivades per saber quina natura té aquest punt:

2 —4y (20
( —4y  —dx + 12y* — 20y° )(0 0 N ( 0 0 ) ' (4.3.26)

Aquesta matriu no és definida positiva ni negativa (de fet és semidefinida positiva), per tant no
podem decidir si (0,0) és extrem o no. Per fer-ho apliquem directament la definici6. Observem
en primer lloc que f(z,y) = (z — y2)> — 1°.

Per a veure que (0,0) no és maxim és suficient trobar punts (z,y) arbitrariament propers a (0, 0)
i tals que f(z,y) > f£(0,0). Es clar que f(z,0) = 2> > 0 = f(0,0), i per tant (0,0) no és maxim.
Intentant f(0,y) veiem que f(0,y) = y* — 4°, que canvia de signe quan ens apropem al 0.
Analogament, per a veure que (0,0) no és minim és suficient trobar punts (z,y) arbitrariament
propers a (0,0) i tals que f(z,y) < f(0,0). Es clar que f (t*,#?) = —t'° < 0 = £(0,0) i, per
tant, (0,0) tampoc no és minim.

SEGON APARTAT: Si (0,0) és un maxim de f existeix r > 0 tal que

fla,y) < £(0,0) st (2, )] <7 (4.3.27)

En particular, f (tvy,tve) < f(0,0) si [[(tvy,tvs)]] = [t]||v]] < 7, és a dir g,(t) < ¢:(0) si [¢t] <
r/||v|], i per tant 0 és maxim de g,. En cas que (0, 0) sigui minim es fa analogament. El reciproc
és fals. La funci6 f(x,y) = 2* — y? restringida a rectes déna

gu(t) =% (v —v3), (4.3.28)

que té sempre un extrem relatiu a 0 (un maxim si v? > v3 i un minim en cas contrari). En canvi
el punt (0,0) és un punt de sella d’f. [ |

Exercici 4.3.15. Calculeu el polinomi de Taylor fins el terme d’ordre 2 de f(x,y) = eV’ gl
voltant del (0,0).

Demostracio. Es veu clarament que haurem de fer un canvi de variable, t = 4> — 2. Com volem

estudiar el comportament al voltant del zero, no cal modificar més ’expressié. L’expansié de

Taylor de €' quan t — 0 és:
2 t3

Pt — ..
e ~|—+2+3+

g oo, yl?).  (4.3.29)

ordre 2

eyg_l’:1+y2—$+

Ens queda que eV’ "% = 1+ y2 — z + ‘%2 + o(||z,y||?), menyspreant aquells termes que resulten
d’ordre més gran que 2. [ |

65



4.3.2 Aproximaci6é polinomial

Exercici 4.3.16. Calculeu:

- 20T — 2 — 21 — 2 + 2P
(,y)—(0,0) x? 4 y? '

(4.3.30)

Demostracio. Utilitzant Uexercici anterior, sabem que e/~ = 1 —z 4+ 42 + 2 + of||(z, 9)|?).

Substituint a I'expressio, ens queda:

24 2 1 9,3 2 903
fm Sty 2ol o)l (4.3.31)

(2,49)—(0,0) z2 + o2 (y)~00) 2%+ y?
Ens centrem en el limit quan (z,y) — (0,0) de %: fent limits iterats i per corbes veiem que

el candidat a limit és zero. Apliquem el lema del Sandwich:

3

Yy I
—Z == 1 =0. 4.3.32
| = 3 )] (43.32)

lim
(z,9)—(0,0)

Per tant, el limit resultant és 1. ]
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Funcions inversa 1 explicita

5.1
FUNCIO INVERSA

Per tal que una aplicacio lineal L : R” — R™ sigui invertible, cal que n = m i det(L) # 0.
L’objectiu d’aquesta seccié és mirar d’estendre aquest resultat a funcions f : R — R™ no
necessariament lineals.

En primer lloc, podem observar que si f: R" — R™ i g : R — R” s6n mutuament inverses
I'una de l'altra, aleshores per definicié fog = Id,, i go f = Id,. Si ara suposem que, a més, f és
diferenciable a un punt a, i g és diferenciable al punt b = f(a), aleshores la regla de la Cadena
ens diu que

Df(a)o Dg(b) = D(f o g)(a)
Dg(b) o Df(a) = D(go f)(a)

En altres paraules, les aplicacions lineals Dg(b) : R™ — R"™ i Df(a) : R* — R™ s6n mu-

A,

! (5.1.1)
Id o

tuament inverses. En conseqiiéncia, tenim les condicions necessaries m = n i det(Df(a)) =
—21 -2 (0. Per descomptat, aixd continua essent cert si f només esta definida en un entorn
det(Dg(b))

de a.

Teorema 5.1.1 (Teorema de la funcié inversa). Sigui f : Q C R® — R" de classe C*, amb Q
obert. Sigui a € Q@ amb det(Df(a)) # 0, és a dir:

Oh ... O
ox1 Oxn
det(Df(a)) = | : . (5.1.2)
Ofn .. Ofn
Ox1 Oxn

Existeix U C ) obert amb a € U tal que:

1.V = f(U) és un obert.
2. f U —V és bijectiva.
31V — U és de classe C*.

Demostracio.
1. Hi ha un entorn d’a (una bola) on f és injectiva: siguin a € Qi e > 0 tal que existeix
B(a,e). Comprovem la condicié d’injectivitat (f(z) = f(y) = = =y):

flo)=fly) <= 0= fix) = f;(y) = VL @ —y) =D g—i(ﬁj)(% -y (5.1.3)
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5.1

Funcions inversa i explicita

Per tant, tenim un sistema d’n equacions amb n incognites i de matriu:

0 0,
M = : : (5.1.4)
Ofn Ofn
oné&y,...,&, son coordenades d'un punt intermig entre x i y. En concret, si € és prou petit,

z,y € B(a,e) i el det(M) # 0. Aleshores, z, — yr = 0 per a tot k. D’aquesta manera,
x=y.
Sigui 0 < e. Aleshores, f |m és injectiva i de classe C*. Considerem:

m = min ([|f(@) = f(a)[}) > 0, tal que [lz —al| = 6. (5.1.5)

Amb tot, veurem que B(f(a), %) C f(B(a,0)). En efecte, sigui y € B(f(a), %) un punt
qualsevol. Aquest punt compleix, per definicié, que ||y — f(a)| < %&. Volem veure que
existeix = € m tal que f(x) = y; en altres paraules, volem veure que la funci6
d: B(a,d) — R assoleix el valor 0 per a d(z) = || f(x) — y||*>. Pel teorema de Weierstrass,
d(z) assoleix un minim x € B(a,d). Hem de distingir casos en funcié d’aquest minim:

1. Sizg ¢ 0B(a,0), ens queda:

1 @o) = yll = £ (o) = (@)l = f (@) =yll > m = Z =T > ||f(@) =yl (5.0.6)

2. En canvi, si xy € B(a,d), és un extrem relatiu. Si prenem tot k = 1 =+ n:

0= %(IO) = 2(f(x0) - yj)g_i(%) = Ji(wo) —y; = 0,¥) = f(xo) = y.

=1

(5.1.7)
Com hem provat que és exhaustiva, ja hem acabat.
Definim V = B(f(a), %) i, per tant, U = f~1(B(f(a),%)). La inversa f~' : V — U és
de classe C*. Pel fet que f~1(f(x)) = = (és bijectiva), Df~1(f(a)) = (Df(a))™t = Id i
D (f(@))Df(a) = Id.

Observacio 5.1.2. L’enunciat anterior porta associades algunes particularitats:
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Es tracta d’un teorema d’existéncia; és a dir, es dona una condici6 suficient per a l’exis-
téncia d’'inversa, perod no sabem qui és aquesta inversa: només sabem que existeix i té una
certa regularitat.

Es tracta d'un teorema local; és a dir, es garanteix que f és injectiva en un entorn U del
punt a. Lluny de I'entorn U no sabem queé passa. A més, tampoc sabem si U és gran o
petit.

Demanar que D f(a) sigui un isomorfisme és equivalent a demanar que det(Df(a)) # 0.
Aquest determinant és precisament el determinant de la matriu jacobiana de f al punt a.



Funcioé implicita 5.1.3

Sif=(f1,...,fn), aleshores:

g_ﬁ(a) e %(a)
det(Df(a)) =| o (5.1.8)
g(a) o g (a)
Aquest determinant s’anomena el jacobia de f al punt a i sovint es denota per:
o fi,..-y fn
J(a, f) =det(Df(a)) = det (H) (a), (5.1.9)

amb la intenci6 de destacar les funcions que es deriven i en quines variables es deriven, en
particular.
e El teorema garanteix que si f té jacobia no nul a un punt, aleshores f és una funcio6

bijectiva a U, i la seva inversa g ¢s tal que g € C"(f(U)).

Exemple 5.1.3. Sigui ¢ : R? — R? tal que (z,y) — ¥ (z,y) = (e* cos(y), e*sin(y)). Mirem
a quins punts (2o, yo) hi ha una inversa local:

e’ cos(y) —e*sin(y)

det(DY(x,9)) = | o gin(y) e cos(y)

‘ =" £0. (5.1.10)

Com det(Dv(zg,v0)) # 0, tenim que 1 té una inversa local a ’entorn de cada punt a = (o, yo) €
R2. Aleshores, ¥~ : V, — U,. En particular, =1 € C®(V,). Si a = (0,0), que té (0,0) =
(1,0):

DyY(1,0) = (D(0,0)) " = (é ‘D _1d (5.1.11)

5.2
FuUNCIO IMPLICITA

Tal com acabem de veure, si A C R™ és un obert i f : A — R"™ és diferenciable amb jacobia

no nul al punt o = a, aleshores f és invertible en un entorn de a i la inversa g = f~! és igual
de bona que f. Equivalentment, a I’equaci6é f(z) —y = 0 hem pogut aillar z com una funci6
diferenciable de y. Es a dir, existeix un entorn V C R™ de f(a), i una funcié g : V — R™

diferenciable, tal que

flgly)) —y=0 peratotyecV. (5.2.1)
El que aixo diu és que si F'(z,y) = f(z)—y aleshores el conjunt de nivell {(z,y) € R*" : F(x,y) = 0},
que per construccio6 és la grafica de f, també coincideix amb la grafica de g, almenys en un entorn

del punt (x,y) = (a, f(a)). Si escrivim l'equacié f(x) —y = 0 en coordenades, ens adonarem

que en el fons és un sistema de n incognites i n equacions, no necessariament lineals,

1= N1 (331,---,%)
: (5.2.2)

Yn = fo (21, 2)
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5.2 Funcions inversa i explicita

que només admet solucié x quan y cau dintre del recorregut de f. Quan aixo passa, tota solucié
x ve representada per n nombres reals xy,...,x,, que variaran si y varia. Per tant, podem
escriure x; = ¢;(y). Les funcions g; no son altra cosa que les components de f~! = (g1,...,gn).
En el fons, és un cas particular de

Fi(x1, .. T, Tngts ooy Tngp) =0
: (5.2.3)

Fn<x17"'71’7’Laxn+1a"'7xn+p) =0

que també té n equacions, tot i que ara hi ha n+ p incognites (abans teniem p = n). Moralment,
aixo ens diu que hi ha p graus de llibertat, és a dir, sobren p variables. Aixo hauria de permetre
aillar, d’entre les n + p variables existents, un total de n variables (que passarien a ser variables
dependents), en funci6 de les p variables restants (que seguirien essent variables independents),
cosa que donaria lloc a n funcions de p variables cadascuna; aixo és, una funcié entre entorns de
R?P i R™. Aixo és facilment visible en el cas que F' sigui lineal i no degenerada.

El Teorema de la Funcié Implicita té 'objectiu de dir sota quines condicions un sistema d’e-
quacions no lineals permet aillar unes variables en funcié d’unes altres, i com de regular n’és la
funci6 resultant. Equivalentment, volem representar en forma de grafica un determinat conjunt
de nivell d’una funci6é. Tal i com acabem de veure en el cas lineal, caldra alguna hipotesi que
garanteixi que el sistema és no degenerat.

Teorema 5.2.1 (Teorema de la funcié implicita). Sigui Q@ C R™ x R™ obert, i sigui F : Q C
R" x R™ de classe C'. Sigui (2°,4°) € Q CR" x R™. Si

g_;}(‘IO?yO) (g_;(xoayo) e g_Fi(xoayO)
OF> (.0 ,,0 9F> (.0 ,,0 9F> (,.0 ,,0
8F S \XLY o\ LY o =\ Y
det | = (2°,9%) = det | , ) o . ) o , ) 40, (5.2.4)
Yk ]iﬁm : : T :
=i=m OFn (0 ,0\ OFn(,.0 ,,0 OFn (.0 ,,0
oy (@ °) (@) e @00 ) oo

aleshores existeizen W entorn de (z°,4°), U entorn de 2° i g; : U — R de classe C' tals que

{(z,y) e W | F(z,y) =0} = {(z,9(x)) |z €U}, g;(a") =5, j=1+m. (5.2.5)

Estem dient que existeix un entorn (z,g(x)) tal que es correspon amb els punts de W que fan

que F(z,y) = 0. Quan aizo passa, tenim m igualtats que defineizen implicitament les funcions

g1,y 9m-
Fl(xlv s ,l’n,gl(x), e ng<x>> =0
: (5.2.6)
Fo(xy, .. 20, g1(2), ..., gm(x)) =0

Tenim que, a més, g; € C*(U,).

Idea de la demostracio. Definim H : Q C R™™ —s R™™ tal que H € C*(Q), H(x,y) =
(xz, F(z,y)) i H(a,b) = (a,0). Comprovem que H té inversa a l’entorn de (a,0). Pel teorema de
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la funci6 inversa, hi ha una inversa local de classe C* si

1 0 - 0
0

det(DH(a,b))=| 0 0 - 1 0 - 0 |#0
o o (5.2.7)
OFw  OFw ... OFw  OFw .. OFn
Ox1 Oxo Oxp Oy1 OYm,

Hl('xay) = T1,-- aHn(w7y) = Tnp

H(z,y) = (z1,..., 20, F1(z,y), ..., Fn(z,y)) {
ﬁ[l(x,y) = Fi(z,y),..., H, = Fo(x,y)

Existeixen Uqp) 1 V(ap) oberts de R™™ tals que H : Uap) — Vi) és un difeomorfisme de
classe C*. Existeix, per a (z,y) € Via0):

H N ayy) = (Hy H(2,y), o By yy) Hy  (2,y), . 1w y)). (5.2.8)

H i H indiquen que H és per les n components d’R" i H és per les m components d’R™.
Definim: g(z) = (H; (z,0),..., H-'(z,0)) = H'(x,0). Queda per demostrar que en aquest
entorn F'(z,y) =0 < y = g(z).

= F(z,y) =0 implica que H(z,y) = (x,0) i (z,y) = H Y(z,0) iy = H (z,0) = g(z).

< F(x,g(x)) = F(z, H ' (2,0)) = F(H (x,0)) = 0.

Observaci6 5.2.2.
e Es tracta d'un teorema d’existéncia local. Globalment no es pot dir res.
e La funci6 g rep el nom de funcio implicita, i se’n sap 'existéncia i la regularitat, pero no
la seva forma explicita.
e L’aplicacio z — (g(2),2) = G(0, z) definida per a z € C' amb valors AN {F = 0} és

continua i bijectiva a C.

Exemple 5.2.3. Sigui F(z,y) =y — 2. F ¢s de classe C* a R? (en particular, és diferenciable
amb derivada continua una vegada, és a dir, de classe C'). Donats F(z,y) = 01 F(1,1) = 0,
podem posar y com a funcid de x a l’entorn del punt x =17

det (g—i) (1,1) = 2—5(1, D=1#40 = y=g(z) (=2?). (5.2.9)

En general, g(z) queda definida per aquesta igualtat en un entorn del punt zq = 1: F(z,g(x)) =
0. Podem posar x com a funcié de y? Podem posar x = h(y) a I'entorn de yo = 1 de la segiient
manera:

oF

S = (<20 £ 0 (52.10)
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5.2 Funcions inversa i explicita

i ' queda definida per la segiient igualtat: F'(h(y),y) = 0. En canvi, a ’entorn del (0,0) no

tenim un determinant nul, i no podem garantir que la regularitat de la funcié es mantingui.

OF
5, (L) = (=20)00 = 0. (5.2.11)

Exemple 5.2.4. Sigui el sistema segiient:
Fi(z,y,u,v) =ou® +9*0° +1=0
Fy(x,y,u,v) = zy® +uww? =0 (5.2.12)
F(0,1,0,—1) = 0
Aquestes equacions defineixen u = g1(x,y),v = g2(x,y), amb g1, g € C* (les funcions F, F}

també ho son, és una aplicacié del teorema de la funci6 inversa) a un entorn (z,y) de (0,1).

Avaluem el determinant de la matriu:

oF, OF 5 9,22
ol 6xu’ 3y“v 0 3
88, a%’ =, = ‘ ‘ = —3£0. (5.2.13)
Bu v v 2uv (0,1,0,—1) L0
Que sabem de gi(z,y),92(z,y)? Sabem que ¢1(0,1) = 01 g2(0,1) = —1 (sén les igualtats

u=g1(z,y),v = g2(x,y) en el punt en concret). A més, a un entorn U del punt (0, 1) val:
2(g1(z,9)° + (g2, y)* + 1 = 0}
. (r,y) € U. 5.2.14
4wy o) =0 f Y o240

Tot i que no podem coneéixer les expressions explicites de g¢i, g2, es tenen moltes aplicacions.
Una d’aquestes és el calcul del polinomi de Taylor. Per exemple, calculem el polinomi de Taylor

d’ordre 2 en aquest punt:

0 0
piley) = 91(0.1) + GO, D+ F 0, 1)y~ 1)
1 (0%, . 9 9g, ) (5.2.15)
+5 (520024 220100l - ) + 0.0 - 1)

Si volguéssim trobar aquesta expressio, ho podriem fer calculant totes les derivades parcials. Per
simplicitat, derivarem una sola vegada sobre = per a obtenir %(0, 1) i %(0, 1). La resta de

termes es deixen com a exercici.

(lo0) + 0x(an(o ) (o)) + 39% ol (G2 ) 0.
(5.2.16)

7+ G )l + 200t ) (G2 ) =0

Una vegada calculades les expressions, substituim els valors d'z,y i recordem ¢;(0,1) = 0 i
92(0, 1) = —1:

092 N 092 -
3 (833 (I,:g)) =0 < . (xz,y) =0.

01
14+ =2 — ZJL - 1.
+ o (z,y) =0 <= (z,y)

(5.2.17)

72



Funcioé implicita 5.2.6

Exemple 5.2.5. L’equacio
2 2 : Y —
'y +ay” +sin(zy) +e? —1+2y+22 =0 (5.2.18)

se satisfa al punt (0,0). D’altra banda, la funci¢ definidora F'(z,y) = %y + xy? + sin(zy) + e¥ —

1+ 2y + 2x satisfa
oF

a—y(m, y) = 2° + 22y + x cos(wy) + ¥ + 2, (5.2.19)
i en particular %—5(0, 0) = 3 # 0. Pel Teorema de la Funcié Implicita, en aquesta equacié podem
aillar y en funci6 de x, en un entorn de x = 0, i obtenir una funci6 y = g(z) de classe C* en
aquest entorn, tal que g(0) = 0. La forma explicita de g és desconeguda, i només sabem que
existeix. Pero li podem trobar la derivada al 0, tot derivant ’equacié definidora implicitament
respecte de z. Per a fer-ho, abusarem de la notaci6 i identificarem g(x) = y(z), de manera que

també y' = ¢’. Per a tot x en 'entorn de definicié de ¢g tenim
22y + 2%y + y? + 22yy’ + cos(wy) (y + xy) + ¥y + 2y +2 =0, (5.2.20)

en particular, si z = 0, llavors y(0) = ¢g(0) = 0 i, per tant:

0+ 0+ 0+ 0+ cos(0)(0+ 0) + €%/(0) + 2y/(0) + 2 = 0, (5.2.21)
d’on ’(0) = —2. Si tornem a derivar, podem obtenir ¢”(0). En efecte,
2y + 2zy’ + 2z + 2%y + 2yy + 2y + 229’y + 22yy” — sin(zy) (y + zy)* + (5.2.22)
+cos(zy) (¥ +y' +ay") +e'y'y +e'y" + 2y =0, -
i si ara prenem & = 0 i recordem que y(0) = 0,3/(0) = —2, obtenim
0+0+0+0+0+0+0+0—sin(0)(0+ 0)*+
(5.2.23)

+cos(0) ('(0) + y'(0) +0) + ey (0)* + e"y"(0) + 24" (0) = 0,

d’on 2¢/(0)+y'(0)2+3y"(0) = 01, per tant, y”(0) = 2=. Aixd ens permet trobar una aproximacio
de ¢ fins al segon ordre, a través dels polinomis de Taylor quan x — 0,

2z 42? 9
g(z) = 3 + o7 +o(|z|?), (5.2.24)

fet que seria impossible d’obtenir intentant aillar y explicitament en I'equaci6. Naturalment, es

poden obtenir termes d’ordre superior derivant implicitament de manera successiva.

Exemple 5.2.6. A R?, I'equaci6 22 + y? = 1 permet aillar y com a funcié de x en un entorn

del punt A = (\/Tg’ 1). En efecte, la funcié definidora F(z,y) = 2% + y? — 1 satisfa F(A) =0

i %—g(A) # 0. De fet, en aquest cas tenim explicitament y = g;(z) = /1 — 22 per tot z en un

entorn de x = ‘g’ En un entorn del punt B = (\/737 —%) es pot aplicar el mateix argument i
obtenim una funcié diferent y = go(z) = —v/1 — 2. El teorema de la funcié implicita garanteix
que g1, g2 son de classe C* a un entorn del punt x = \/75 Es pot dir, doncs, que F' defineix en

un entorn de z = \/75 no només una, sind dues funcions implicites.
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5.2 Funcions inversa i explicita

Exercici 5.2.7. Demostreu que l'equacid e*tY +y — x = 0 determina y com a funcié de x en
1
2
punt % 1 mireu st aquest punt €s un extrem.

un entorn del punt (3, —3). Trobeu les derivades primera i segona de la funcid implicita ¢(z) al

Demostracio. Sigui F(x,y) = e**Y +y — x, que és de classe C* a tot R?. Pel teorema de la

funcié implicita és suficient veure que 2€ (1 —1) £ 0. Tenim

Dy \20 2
OF
) =L (5.2.25)
i per tant efectivament %—5(%, —1) =2 # 0. Tenim doncs y = ¢(x), amb ¢(3) = —3, definida
per la igualtat
TP L) —x = 0. (5.2.26)
Derivant,
e"P@ (1 4+ ¢/ (2)) + ¢ (x) =1 =0, (5.2.27)

i per tant ¢/(3) = 0. Tornant a derivar
"0 (14 ¢/ (2))° + e (@) + () = 0, (5.2.28)
i aixf ¢”(3) = —3. |

Exercici 5.2.8. 2. Sigui l'equacio 2* + y*> + 2% = f(ax + by +cz) aR3, on f : R — R és de
classe C* tal que f(0) =0 4 f'(0) = 1. Suposant que ¢ # 0:
1. Proveu que la igualtat anterior defineix z com a funcid de x iy en un entorn de (0,0,0).
2. Sigui z = z(x,y) donada per l'apartat anterior. Proveu que el vector (c,c,—(a + b)) és
tangent a la grafica de z al punt (0,0,0).
3. Preneu a = 0,b = 0,c =114 f(t) = e" — 1. Trobeu el desenvolupament de Taylor fins a
Pordre 2 de la funcio z = z(x,y) corresponent.

Demostracio. Com que totes les funcions son de classe C!, el teorema de la funcié implicita
assegura que és suficient demostrar que %—Z(O, 0,0) # 0, essent

F(x,y,2) =2* +y* + 2* — flaz + by + c2). (5.2.29)
Tenim
OF ,
%(:x, y,z) =2z — f'(ax + by + c2)c, (5.2.30)
i per tant
oOF ,

El pla tangent a la grafica de z = z(z,y) al punt (0,0) té la forma

z=2(0,0) +Vz(0,0) - (x — 0,y — 0) = 2(0,0) + 2,(0,0)x + 2,(0,0)y (5.2.32)
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Derivant 'equacié F(z,y, 2(z,y)) = 2* + y* + 2*(z,y) — f(az + by + cz(x,y)) = 0 tenim:

{ 20+ 2z2(x, y)ze(x,y) — f'lax 4+ by + cz(x,y)) (a + cze(x,y)) =0 (5.2.33)
2y + 22, y) g 9) — f'la + by + c=(z, ) (b + ez, ) = 0 2

Com que z(0,0) =0 (ja que F(0,0,0) = 0), substituint obtenim

04+0—f'(0)(a+ cz:(0,0)) =0 (5.2.34)
0+0— f'(0) (b4 cz,(0,0)) =0 o
i, per tant, 2,(0,0) = =%, 2,(0,0) = —IZ’. Amb aixo podem agafar un vector d’aquest pla amb
xr =y = c i obtenim que
b
U= (c, c, G —c) = (c,c,—a —b) (5.2.35)
c c

és tangent a la grafica de z en un entorn del punt (0,0, 0). El polinomi de Taylor demanat té la

forma
1
pa(,y) = 2(0,0) + 2,(0,0)x + 2,(0,0)y + 3 [222(0,0)2% 4 22,,(0, 0)zy + 24, (0,0)y°]  (5.2.36)

on la funcié z(x,y) esta definida per la igualtat

F(a,y,2) =2 +y° + 2(2,y) — ™Y + 1 =0 (5.2.37)
Tenim z(0,0) =01
2z + 2z2(x,y)z.(z,y) — 62(“”)230(.7:, y) =0 (5.2.38)
2y + 2z(x,y) 2y (2, y) — ¥z (2,y) =0 -

d’on veiem, com abans, que z,(0,0) = 0, 2,(0,0) = 0. Derivant un cop més tenim

242 (2(2,9))" + 22(2, ) 20u (w0, y) — €Y (2,(w,9))" + €V 200 (w,y) = 0
2zy(x7y)zx< y2 +2 ( )Zzy(x y) - eZ(xy ( ) y2(.1', )_ zmy)z ( 7y) 0 (5239)
2+ 2(2y (2, y)" + 22(2,y) 2y (2, y) — € @) (zy (2, )" + Zzy)zyy(z y) =0

d’on veiem que
2+ 040 —¢e% + €2,,(0,0) =
040 —e% —€°2,(0,0) =0 (5.2.40)
24040— €%+ €%2,(0,0) =

i per tant
222(0,0) = 2,,(0,0) = =2, 2,,(0,0) = 0. (5.2.41)
En definitiva:
1
p2(z,y) = 0+ 0z + Oy + 5 [(=2)2” + 0zy + (-2)y°] = — (2® + ) (5.2.42)
[
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V1

Extrems condicionats

En el moment de buscar extrems de funcions d’una variable, cal disposar de la funci6 en qiiestié
i el domini on aquesta ha de ser optimitzada. Per garantir I'existéncia d’extrems, n’hi ha prou
amb qué aquest domini sigui un interval tancat i fitat. Quan aixo passa, els seus extrems o bé
son locals (i per tant son punts de tangent horitzontal, si la funcié és prou regular) o bé cauen
a la frontera de I'interval (que és un conjunt finit). Quan la funci6 té diverses variables, pero,
la situaci6 és sensiblement diferent. EI motiu és que sovint les funcions han de ser optimitzades
sobre conjunts compactes que tenen interior buit i no son finits. Per exemple, els extrems d’una
funcié sobre una bola tancada, quan cauen a la bola oberta es localitzen mitjancant la condicio
de ser punts estacionaris, perd quan cauen a l’esfera localitzar-los pot ser molt complicat si no
es disposa de les eines adients. Aquest capitol té per objectiu donar aquestes eines.

6.1
VARIETATS DIFERENCIABLES A R"

Definicié 6.1.1 (Subvarietat diferenciable). Diem que M C R™ és una subvarietat diferenci-
able de classe C* i dimensi6 m (els graus de llibertat que queden després d’imposar una série
de condicions) si per a cada p € M existeix un entorn de p, U, i existeixen n — m funcions (el
nombre de condicions que hem fixat) gi,...,gn-m : U CR" — R, g; € C¥(U,) tals que

MnU,={zecl, ‘ gi(z) =+ = gp_m(x) =0}, (6.1.1)

i les funcions ¢y, ..., gm, son diferents: Vgi(p), ..., Vgn_m(p) sén vectors linealment indepen-

dents.

Observaci6 6.1.2. M NU, és dins de conjunts de nivell de les funcions g;, Vg;(p), son per-
pendicular a les corbes de nivell. Més endavant veurem que podem pensar una subvarietat
diferenciable de dimensié k com un obert localment de R™.

Definici6é 6.1.3 (Espai normal i espai tangent). Diem espai normal a M al punt p a 'espai
generat per tots els vectors gradient, que soén perpendiculars a la corba en el punt p. El denotem
per:

Ny(M) = (Vai(p)s - -+ guom(p)), dim(N,(M)) =0 — m. (6.1.2)

Diem espai tangent a M en el punt p a:
T, (M) = (Vgi(p), -, Vgn_m(p))*, dim(T,(M)) = m. (6.1.3)

Teorema 6.1.4. Sigui M una subvarietat diferenciable de R™ de dimensid m i de classe C*.
Per a cada punt p € M existeiz un entorn de p U, un obert V de R™ i gi,...,g, € C*(V) amb
diferencials de rang m tals que estableizen un homeomorfisme en U, N M.
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6.1 Extrems condicionats

Demostracio. Sabem que en un entorn de p els punts d’M sén els zeros de n — m funcions

Fmats- -, fn de classe C* amb diferencials linealment independents. Suposem, per exemple, que

a(ferlv'"afn) (p) %0 (614)

a(me, s 7xn)

Pel teorema de la funci6 implicita, existeixen entorns U de p = (p1,...,pn) en R™ 1 V de

(P1y- - Pm) en R™ i funcions gp,y1,- .., gn € C*(V) tals que P'aplicacié de V en U N M que assig-
naa (xy,...,ox)elpunt (x1, ..., Tmy Gms1(T1, -, Tim), -+, Gn(T1, . . ., Tpp)) €s un homeomorfisme.
Les funcions que estableixen el teorema son, doncs, g;(z1,...,T,) = z; per a i = 1 =+ m jun-
tament amb les ja definides g,,+1,...,9,. Clarament, les seves diferencials son de rang m, ja
que les diferencials de les primeres m funcions coincideixen amb elles mateixes i sén, obviament,

independents. [ |

Definicié 6.1.5 (Parametritzacio). Sigui M una subvarietat diferenciable de R™ de dimensi6
m i de classe C*. Donat un entorn U, de p els punts de M N U, sén els zeros d’'una funcié

F :U, — R"™ de classe C*(U,) amb DF de rang n — m a tot punt d'U,. Si per les derivades
A(F1,esFrm
O Tm41,-sTn)
G = (Id,,, g) on Id,, : U, — U, és la identitat, i g és la funcié resultant d’aplicar el teorema de

parcials ﬁ, cee % tenim det( ) # 0, aleshores hem trobat una parametritzacio

la funcié implicita. En particular, G=! és la projeccié en les coordenades z1, ..., T,.

Observacio 6.1.6. El teorema ens assegura l’existéncia local d’'una parametritzacié de la va-
rietat. Si en U N M existeix una parametritzacié, cadascun dels seus punts queda determinat
pel seu corresponent element en el conjunt de parametres ¥V C R™. Es per aquesta radé que
és natural anomenar sistema de coordenades a la correspondéncia que associa a cada element
d’U, N M el seu punt en el conjunt dels parametres.

Observacio6 6.1.7. La condicié Vg (p), ..., Vgn_m(p) ens diu que:
e ()RNEEEI. ol ()
rg : : =n—m. (6.1.5)
0 n—m 0, n—m
B () o T (p)

Per tant, tenim un menor n—m diferent de zero. Per alleugerir la notacié, suposarem que aquest

menor és el primer, tot i que podria ser qualsevol altre.

90 .. _9;
8:61 8In—m
: : #0. (6.1.6)
8gn—m .« e 8gn—m
ox1 OTn—m p
Pel teorema de la funcié implicita, x1,...,Z,_, es poden posar com a funcié de les restants,
Tp—m+1s - - -, Tn; €s a dir, que existeixen funcions hy, ..., h,_, en un subentorn de U, V,, tal que
V, — R de classe C* tals que:
T = h1<l‘n,m+1, Ce ,:r;n),
(6.1.7)
Tp—m = hnfm(xnferla s 7xn>-
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El métode de multiplicadors de Lagrange 6.1.10

Exemple 6.1.8.
1. Sigui § = {(z,y,2) € R® | 2? + y* + 2* = 1} l'esfera de centre (0,0,0) i radi 1. Posem
posar g(z,y,z) = x®> + y?> + 22 — 1. En efecte, Vg(z,y,2) = (2z,2y,2z) # 0 sempre
que (z,y,z) € $. Clarament, S és una subvarietat diferenciable. En concret, suposem

p = (20, Yo, 20) € S tal que

%(p) =220 #0, z=+/1—22—y2 = h(z,y). (6.1.8)

Aleshores, JU, tal que z = h(z,y) i
Mﬁup = {(xvyv Z) eup } (xvya h(x,y))} (619)

2. Sigui C = {(z,y,2) € R* | 2 +y* = 1,2 + y 4+ z = 0}. Podem escriure dues funcions,
g1, g2 amb els seus respectius gradients:
gz, y,2) =2 +y*—1=0\ . V, = (22,2y,0) (6.1.10)
g@ry,z)=c+y+2=0 Vg =(1,1,1) o
Ara, en calculem el rang i calculem el determinant de la matriu de derivades parcials

respecte y, z (les variables lliures) en el punt (zg, yo, 20) € C, tal que yo # 0.

991 Oq1

20 2y 0O . " 2y 0
g(1 1 1)221 by b 2‘1 #0 (6.1.11)
Oy 0z (z0,Y0,20) (%0,Y0,20)

Pel teorema de la funcié implicita, podem posar y, z com expressions implicites; és a dir,

y = hi(x), 2 = ha(x) i U, un entorn de p
CNUy, ={(z,y,2) €U, ‘ y=hi(z),z=ho(x)} = {(x, hi(x), he(x)) €U,}.  (6.1.12)
En altres paraules, estem fent una parametritzacio de la corba.

Teorema 6.1.9. Sigui A un obert de R™ i siguin gy,...,g, € C¥(A) amb diferencials de rang
m. Per a cada punt a € A existeiz un entorn U C A tal que g = (g1, ..,9n) sobre U és un
homeomorfisme amb la seva imatge g(U) C R™. Aquesta és una subvarietat diferenciable de R™

de dimensio m.

Teorema 6.1.10. Sigui M wuna subvarietat diferenciable de R"™, de dimensid m i classe C*.
Suposem que existeir un obert U C R™ tal que M NU = {x € U | F(z) = 0} per alguna
funcic F - U — R"* de classe C"(U), i que DF té rang n — k a tot punt de U. Aleshores,

T,(M) = ker(DF(p)) per tot puntp € U.

6.2
EL METODE DE MULTIPLICADORS DE LAGRANGE

Donada una funcié escalar f, definida en un obert &4 C R™ a valors a R, i una subvarietat
diferenciable M C U de classe C* i dimensi6 m < n, s’anomena extrem de f condicionat per M
a tot punt p € M tal que la restriccié de f a M té, en el punt p, un extrem local.
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6.2 Extrems condicionats

Tot sovint ens trobarem que f no esta definida només als punts de M, siné que en realitat
f R — R, perd només ens interessa optimitzar els valors que pugui prendre f sobre M.
Quan aix0 passa, convé tenir present que M C R” és una varietat diferenciable de dimensi6
m < n, i per tant M és localment homeomorfa a un obert de R™. En particular, M té interior
buit (per la topologia de R™) i per tant els extrems relatius de f condicionats per M podrien
caure en punts no necessariament estacionaris. Dit d’'una altra manera, si p és un maxim local
de f a M, la desigualtat f(x) < f(p) se satisfa a tots els punts x d’algun entorn B(p,e) N M,
perd podria no satisfer-se als punts de B(p,e) \ M.

Heuristicament, tota varietat diferenciable M C R™ de dimensié m admet una parametritzacié
p: R™ — R™ Aixi, els extrems relatius que una funci6 f : M — R pugui tenir sobre M
poden trobar-se amb 1’ajut de la composicié

i I'as de la teoria d’extrems locals de funcions diferenciables. Aquest procediment és factible
quan es coneix explicitament alguna manera de parametritzar M. A la practica, pero, trobar
parametritzacions no sempre és facil i sovint només es coneix M a través d’un sistema d’equacions

no lineals. Es en aquest context quan el segiient teorema de Lagrange resulta tutil.

Teorema 6.2.1 (Métode de multiplicadors de Lagrange). Sigui M C R™ una subvarietat dife-
renciable de classe C* i dimensic m. Es a dir, definim p € M, U, entorn de p, g; € C*(U,) i
j=1=+n—m tals que:

MNU,={z €U, | gi(z) = = gom(z) = 0}. (6.2.2)

Sigui ara f € C1(Q) on Q és un obert que conté M. Els extrems de f restringida a M NU, es
troben entre els punts x € U, N M tals que Vf(z) € (Vg1 (), ..., Vgn_m(z)). Es a dir, Vf(x)

és combinacid lineal de Vg;(x), existeizen Ay, ..., Ap_m € R tals que:
Vix)=MVag(z)+ 4+ XN Vnm(2). (6.2.3)
Diem que A1, ..., \n_m s0n els multiplicadors de Lagrange.

Observaci6 6.2.2 (Cas particular, n —m = 1). En aquest cas, es dona que M NU, = {z €
U, | g(x) = 0}. Aleshores, x € M NU, és un entorn de f|uyry, 1 Vf(2) = AVg(z).

Idea de la demostracio. Si agafem M = {(z,y) ’ g(x,y) = 0} i el conjunt de corbes de nivell
Ec = {(x,y) | f(x,y) = ¢}. Sabem que el vector perpendicular a la corba de nivell en un punt
és el gradient de V f en aquell punt. En M, el vector perpendicular en un punt és, per definicio,

Vg. Aleshores, si els vectors son tangents en algun punt, tenim V f = AVg. ]

Exemple 6.2.3. Volem trobar els extrems de f(x1,...,x,) = x1-xs--- x, restringida a l'esfera
S = {(z1,....,3,) | 23+ 23+ -+ 22 = 1} compacte. Com que també tenim f € C(R"),
f 5 — R té maxim i minim absoluts. A partir de la igualtat descrita per I'expressié d’S,
podem definir g(z1,...,2,) = 23+ --+22 — 1. Pel teorema 6.2.1, els extrems els hem de trobar
entre els punts que compleixen:
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Lai+ai+ - 422=1.
2. Existeix A € R amb Vf(xy,...,2,) = AVg(xq,...,z,).

Per tant:
To- T, = N7 T1Ty - Ty = N202 2Az2 = ... = 22
Ty T3 Ty = A2T T1To - T3+ Ty = N203 2=..=g2=1 (6.2.4)
— n 2.
: : af+ oty =1
2 _ 2 _ 1
Ty Ty = A22p, L1 Tpe1Tp = )\Qx% nry = 1 = 7=
Aixi, els candidats son: (&—, -+, +—=). Avaluem per decidir si sén maxims o minims:
/n /n

f (i% . i%) =+ (%)n (6.2.5)

Sera positiu si hi ha un nombre parell de coordenades _\/Lﬁ’ i sera negatiu si hi ha un nombre
senar de coordenades —\/iﬁ. En altres paraules, el signe depén de la paritat de n i els signes de

les coordenades.

6.3
EXERCICIS FINALS

Exercici 6.3.1. Sigui f(z,y) =2® +y* —2%y? i A= {(z,y) | 2 +4y* <5,y —x >0,y > z}.

Determina els extrems absoluts de la funcio en aquest conjunt.

Demostracio. Aquesta funcio té extrems absoluts perqué la funcié és continua i el conjunt que
tenim és acotat i tancat (és a dir, és un compacte). Pel teorema de Weierstrass, existeixen maxim
i minim absoluts. Hem de fer una série de passos per resoldre aquests tipus de problemes:

1. Extrems a ’interior: Mirem els punts critics de la funcié (derivem i igualem a zero per

cada una de les coordenades).

% =2 — 2212 =0 < 22(1—3?*) =0 Py =(0,0), P, = (1,1), Py = (—1,1),
T =gy -2y =0 < (127 = 0} — Py=(1,-1),P = (~1,-1)
(6.3.1)
Descartem (1, —1) perqué no pertany a A.
2. Extrems a la frontera: Com ja féiem a la primera part, dividim la frontera en dos
conjunts:
o y=ux f(z,y) = 22% — 2* = h(x). Derivant, h'(z) = 4z — 42® = 4(1 — 2?) i tornem
a parar a les equacions que ja hem vist abans, de manera que no obtenim cap punt
que ens suposi una novetat.
o 2% + 4y*> = 5. Aqui farem servir els multiplicadors de Lagrange, amb g(z,y) =
2% 4+ 4y? — 5. Es deiza com a exercici.

3. Agafar els punts d’intersecci6 entre les dos trossos de vora.

En definitiva, obtenim els punts Py, ..., Ps i els que trobem amb els multiplicadors de Lagrange,

en cas que no es repeteixin amb els anteriors. |
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Exercici 6.3.2. Sigui f(x,y) = 23+y3+92y+27, amb T el triangle de vertexs (—3,3), (=3, —3), (3, —3).

Troba els extrems absoluts d’aquesta funcio en T.

Demostracio. T és un triangle compacte i f és continua. Pel teorema de Weierstrass, existeixen

extrems absoluts de f a T.

1. Extrems a Uinterior de T. Les derivades respecte x i y son: f, = 322 +9y =01 f, =
3y? + 9z = 0. Obtenim que els punts critics son (0,0), (=3, —3), els quals pertanyen a la
frontera de 7" i no pas a l'interior. Els tindrem en compte més endavant.

2. Extrems a la frontera de T. Dividim la frontera en tres trossos, 0T = Ty U Ty, U T3 que

definirem de la forma segiient:

o T) = {(z,-3),z € [-3,3]}. Restringim la funcié a 7} i ens queda:

flr, = fle,=3) =a® - 271 = 2Tx + 27T = 2® — 270 = f'|p, =32 —27=0

= (z,y) =(-3,-3),(3,-3).
(6.3.2)

o Ty ={(z,y) | « € [-3,3],y = —z}. Restringim la funci6 a T; i ens queda:
[l = flo,—2) = =92+ 27 = [f'|r, = 182 =0 < (z,y) = (0,0). (6.3.3)
o Ty ={(-3,y) | y € [-3,3]}. Restringim la funci6 a Tj i ens queda:

flo, = f(=3,y) =y* 2Ty = f'lr, =3y> 27 =0

(6.3.4)
— (z,y) =(-3,3),(—3,-3).
3. Calculem les imatges en els punts que ens han sortit:
f(=3,-3) =54
3,—3)=—-H4
i ) (6.3.5)
£(0,0) =27
f(=3,3) =54

(—3,3) és un maxim absolut i (3, —3), (—3,3) sén minims absoluts.
Nota: si els tres extrems del triangle no ens haguessin sortit amb els calculs els hauriem d’afegir

manualment. u

Exercici 6.3.3. Sigui f(z,y) = 2*+y*+ 92y +27, amb K = {(z,y) € R? | y > 0,2 +¢* < 1}

Troba els extrems absoluts d’aquesta funcio en K.

Demostracio. Com f és continua i K és compacte tenim, pel teorema de Weierstrass, que exis-
teixen extrems absoluts de f sobre K. Per provar que K és compacte, cal saber que és tancat i

acotat:

o K és acotat ja que K esta contingut en S
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e K és tancat perque K és interseccié de dos tancats:

K = g;'((—00,0]) N ga((—00, 1]) tancat, i gi(z,y) =y, go, (7, y) = 2° + 9, (6.3.6)

on els dos son tancats perqué tant g; com g sén funcions continues.
Ara, fem un altre cop tres passos:
1. Els extrems a K (els punts critics de f). s’han de calcular a partir de la primera derivada:

fe=2m2x=0

f :2y_2:0} > P =(0,1) € 0K. (6.3.7)

2. FEls extrems a 0K. Ho dividirem en dos trossos diferenciats.
o El tros K1 = {(2,0) | # € [-1,1]}:

flie, = h(z) = f(x,0) = ma® +7°. (6.3.8)
Busquem extrems amb la derivada h'(z) = 272 = 0 <= 2 = 0 i n'obtenim

P, =(0,0). Afegim extrem de l'interval x = 41, que son P, = (—1,0), P3 = (1,0).
o El tros Ko = {(z,y) | 2* +y* =1,y > 0}:

flg, = h(z) = f(x,0) = m2® + 72 (6.3.9)
Busquem extrems amb la derivada h'/(z) = 272z = 0 <= 2z = 0 i n'obtenim
P, =(0,0). Afegim extrem de l'interval = 1, que son P, = (—1,0), P; = (1,0).
3. Lagrange: els extrems de f restringida als punts que verifiquen g(x,y) = 22 +y* — 1 = 0,

i son els punts critics de la funcio F(z,y,\) = f(x,y) — A\g(x, y). Busquem-lo:

F,=f.—Ag. =210 —2 x =0
Fy=1f,—Xgy=2y—2-2\y=0
P=—g(zy)=—-(@@*+y" -1)=0

(6.3.10)

x=0 A=T

< {(1-ANy=1o0be{ y=:= <<= P,=(0,1)
y?—1=0 > +yt=1
4. Avaluant, obtenim que:
f(07 O) - 7T2

f(—=1,0) =7+ 7°
( ) ) (6.3.11)

£0,0) =7+

f(0,1)=7*—1

I ens queda que P, P3 sén maxims absoluts i P, és un minim absolut.

|

Exercici 6.3.4. Trobeu els extrems absoluts de f(z,y,z) = zyz a K = {(z,y,2) ‘ T, Y,z >
0,4y + 2z < 6}.
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Demostracio. No demostrarem que K és compacte ja que clarament es veu que és tancat i acotat.
Pel teorema de Weierstrass, existeixen els extrems absoluts de f a K. Tornem a dividir I'exercici

en tres passos:

1. Extrems relatius a l’interior: Veiem clarament que f, = yz,f, = vz, f. = xy, iels
punts critics que volem trobar son iguals de zero dos a dos, és a dir, P, = (0,0, 2), P, =
(0,94,0),P3 = (2,0,0). A més, per la naturalesa de la funcié veiem que f(z,0,0) =
f£(0,y,0) = f(0,0,2) = 0 sén minims absoluts. Hem de trobar els mazims.

2. Extrems a la frontera: Distingim quatre trossos dels tres plans coordenats.

e 2=01A={(x,y,2) ’ xz,y >0,z +y < 6}. Clarament, f(x,y,0) =0.
e y=01iB={(z,y,2) | x,z> 0,2+ 2z <6}. Un altre cop, f(z,0,z) =0.
e x=01iC={(x,y,2) | y,z > 0,y + 2z < 6}. En aquest cas, f(0,y,2) =0.

e Finalment, x +y+ 22 =61 x,y,2z > 0. Aquest és el cas més complicat. Aillant la z,
6—r—y

obtenim z = 5

h(z,y) = f (my M—_y> = 2y (6_”3__@) - %xy(G —z—y). (63.12)

, 1 podem posar z com a funci6é implicita de = i y. En efecte:

2 2

Mirem els extrems d’aquesta funcié a la regié x,y > 01 x + y < 6; en efecte, trobem
els punts critics d’h(z, y):

1 y
ha(,y) = 5(6y — 20y — y) = 562z —y)=0

; 2 (6.3.13)
hy(w,y) = 5(6y — 2wy — y) = 5(6—2y—2)=0

Resolent aquest sistema obtenim z =y =21 P = (2,2,1)1 f(2,2,1) =4, i aquest és
el maxim absolut perque podem assegurar que existeix, pel teorema de Weierstrass.
3. Afegim els punts d’intersecci6 entre vores.

Per una manera alternativa de resoldre z+y+22z =61 z,y, z > 0, s’aconsella revisar la segiient
observacio. ]

Observacio 6.3.5. Anem a resoldre el cas xr+y+2z =61 x,y,z > 0 amb Lagrange. En efecte,
tenim f(z,y,2) = zyz i M = {(x,y, 2) | g(x,y,z) = x+y+22—6 = 0}. Els extrems de f
restringida a M es trobem entre els punts on V f(z,y,2) = AVg(z,y, z) per a algun A. Notem
que tenim tantes equacions com incognites, i que afegim la ultima equacié que correspon a la
subvarietat perqué volem restringir I'estudi en aquella regié. A més, A # 0 perqué x,y,z # 0

(en cas que no, estariem en algun punt critic dels anteriors apartats).

yz = A

xz = A ryz =) r=1y=2z
oy = 2) — { TYz =Y\ p = {x—i—x—i—mz(j} (6.3.14)
xyz = 2Az
r+y+22=6

Per tant, el punt P torna a ser el mateix, P = (2,2,2).
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Exercici 6.3.6. Demostreu que per als punts de lel-lipsoide * + y* + 322 = 1 per a x,y,z > 0

tmn,m,p € N es dona la segiient desigualtat:

n mmp?

(n+m + p)ris

22 (2y°)"(32%)P < (6.3.15)
Demostracio. Podem suposar que cap de les variables és 0, ja que, en aquest cas, ja es compliria
la desigualtat per la sellecci6 n,m,p € N. Considerem f(z,y,z) = x?"(2y*)"(32%)P. Per
Weierstrass, f té un maxim absolut a M, (xg,yo,20). Examinem la desigualtat f(x,y,z) <
f(xo, 90, 20) tal que (z,y,z) € M. Rutinariament intentariem aplicar Lagrange directament,
pero la derivaci6 es complica molt facilment. Optarem utilitzar el logaritme perque ens facilita
els calculs i perque, al ser monotona, els extrems de la funcié es conserven (tot maxim de f és

maxim del logaritme, h). Aleshores, considerem h(x,y, z) = log f(z, vy, 2):
h(z,y, 2) = log f(x,y,z) = 2nlog(x) + 2mlog(y) + 2plog(z) + mlog(2) + plog(3).  (6.3.16)

Ara si, fem Lagrange amb h(z,y,2) i g(z,y, 2) = 2* + 2y* + 322 — 1

2., m.2 P2 _ 2_ _ n
rr+ Tttt =1 a2t =
2= N2z i 2= My i 2 = X6z " " o2 — (6.3.17)
24+ 2%+322=1 Y, i -
327 =
n+m-+p
Aleshores, A = 75 = % = 3% 1, equivalentment,

2 2 2 3 2
oo (6.3.18)

n m P

En concret, conegudes les expressions d’z?, 2y?, 322, podem elevar-les als respectius exponents i

multiplicar-les, de manera que acabem obtenint el resultat que voliem.

n"*mmp?

2n 2\n 2\p
0 < z(2y°)"(32°) < ot m ot py (6.3.19)
Cal tenir en compte que estem parlant que el punt tal que % = % = 32 45 el maxim i, per

tant, tot valor de la funcio6 es troba acotat per ell; d’aqui, la desigualtat. [ ]
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